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ВСТУП 
 
Даний навчальний посібник призначено для іноземних 
студентів, які навчаються на підготовчих факультетах України. 
Матеріал навчального посібника викладено згідно навчальних 
програм з математики для середньої школи і підготовчих 
факультетів для іноземних громадян. У навчальному посібнику 
наведено більш 500 прикладів основних типів завдань, на основі 
яких складаються вступні тести або екзамени до вищих 
навчальних закладів України. Усі приклади супроводжуються 
докладними розв’язаннями та поясненнями. До багатьох 
прикладів пропонується декілька варіантів їх розв’язання та 
декілька можливих форм запису відповідей. У навчальному 
посібнику особливу увагу приділено базовим поняттям теорії та 
важливим методам розв’язання задач, які використовуються в 
математиці.  
Навчальний посібник складається з 12 розділів, знання яких 
є необхідним для успішного оволодіння курсу вищої математики. 
Вони містять матеріал з арифметики, алгебри, тригонометрії і 
початків математичного аналізу. 
Всі розділи навчального посібника надано таким чином: 
лексика розділу, теоретичний матеріал, приклади розв’язування 
задач, запитання за змістом теми і завдання для самостійної 
роботи. 
Основні поняття з теорії та велика кількість прикладів з 
розв’язаннями надають змогу самостійно, без сторонньої 
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допомоги, ліквідувати прогалини в знаннях, а також набути 
необхідні знання з усіх основних розділів шкільного курсу 
математики, повторити теорію та навчитися розв’язувати 
приклади. Якість засвоєння матеріалу можна перевірити шляхом 
виконання завдань для самостійної роботи, відповіді до яких 
надано у останній частині навчального посібника. 
Викладання матеріалу посібника побудовано за принципом 
поступового ускладнення теоретичної інформації від розділу до 
розділу, а також надання задач різного ступеню складності для 
самостійної роботи. 
Запропонований посібник може бути корисним слухачам 
підготовчих курсів внз, учням середніх шкіл, гімназій, ліцеїв, 
технікумів, професійно-технічних училищ, абітурієнтам. 
Викладачі математики також знайдуть у посібнику цікавий 
матеріал, який зможуть використовувати у своїй роботі. 
Автори висловлюють велику подяку за допомогу в 
оформлені роботи та підготовці оригінал-макету посібника 
інженеру кафедри природничих наук підготовчого факультету 
для іноземних громадян НТУ «ХПІ» Романовій О.А. 
 
Автори 
Арифметика (початкові відомості) 
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АРИФМЕТИКА 
(початкові відомості) 
 
Лексика розділу 
арифметична дія arithmetic operation 四则算术 
більше bigger 大 
більше від... bigger than... 等于 
величина дробу value of fraction 数 
виконати carry out; do 完成 
використовувати use 一步一步 
від'ємник  subtrahend 被减数 
відкрити дужки open brackets 差 
віднімання  subtraction 减法 
відноситися relate 比, 有关联 
відношення ratio 比例 
процентне відношення percentage ratio 比 
властивість дробу property of fraction 性质 
даний given 给 
декілька several; some 一点,几个, 有些 
ділене dividend 除数 
ділення division 除法 
ділитися be divisible 精确的;确切的 
дільник divisor 被除数 
дія operation 运算;操作 
добуток product 乘积 
додавання addition 加法 
Розділ 1 
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додавати add 相加 
доданок  item 加数 
дорівнює (буде) equal 等于 
дріб fraction 分数 
десятковий дріб decimal fraction 小数 
звичайний дріб common fraction 一般分数,常见的分数 
мішаний періодичний 
дріб 
mixed periodic 
fraction 
无序循环小数 
неправильний дріб improper fraction 假分数 
нескінченний 
десятковий дріб 
infinite decimal 
fraction 
无限小数 
обернений дріб inverse fraction 倒数 
правильний дріб proper fraction 真分数 
скінчений десятковий 
дріб 
limited decimal 
fraction 
有限小数 
точний десятковий дріб exact decimal fraction 精确小数 
чистий періодичний 
дріб 
pure decimal fraction 纯粹的周期性循环小数 
дробова частина fractional part 分数部分 
дужка bracket 和 
квадратна дужка square bracket 数学符号 
кругла дужка round bracket 被减数 
фігурна дужка figure bracket 举例 
завдання problem 练习 
завжди always 余数 
закрити дужки close brackets 加数 
записати write down 列入 
зменшуване minuend 减数 
змінитися change 改变 
знак sign 符号;记号 
десятковий знак decimal sign 小数符号 
математичні знаки mathematical signs 数学符号 
Арифметика (початкові відомості) 
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знаменник denominator 分母 
кожний every; each 每,每一个 
кома decimal point; comma 小数点 
менше smaller 被除数 
менше від... less than... 大 
місце place 等式 
множення  multiplication 乘法 
множник multiplier 乘数 
простий множник prime factor 余数 
на скільки більше... how much is bigger 
than... 
大多少 
наближене значення  approximate value 约等于的值，近似数 
найбільший спільний 
дільник (НСД) 
highest common factor 
(HCF) 
意思 
найменше спільне кратне 
(НОК) 
least common multiple 
(LCM) 
除得尽的;倍数的 
обчислити calculate 计算出 
однакові identical 相同的  
ознаки (подільності 
чисел) 
criterions (of 
divisibility of numbers) 
可除的尽的数， 
整除的数 
основний basic 原理 
останній last 准确的商 
остача remainder 余数 
отже therefore 因此;那么 
переносити transport 代入 
період дробу period of fraction 有序循环小数 
подільність чисел divisibility of numbers 除得尽的;倍数的 
показувати show 解 
половина half 一半 
помножити на... multiply by... 乘以 
порівнювати compare 只有 
порядок дій order of operation 运算顺序 
Розділ 1 
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послідовно step by step 逐步的，有秩序的 
початок beginning 一步一步 
приблизно approximately 约等号 
приводити дроби до 
найменшого спільного 
знаменника 
reduce fractions to the 
least common 
denominator 
通分 
приклад example 举例 
пропорція proportion 比例 
крайній член пропорції extreme term of 
proportion 
组成 
ліва частина пропорції left part of proportion 等式 
невідомий член 
пропорції 
unknown part of 
proportion 
数字的一部分 
перестановка членів 
пропорції 
transposition of the 
terms of proportion 
移动比例中项 
похідні пропорції derived proportions 比例导出 
права частина 
пропорції 
right part of proportion 比例 
середній член 
пропорції 
mean term of 
proportion 
比 
результат result 减数 
рівність equality 等式 
різний different 不同的 
різниця чисел difference of numbers 差 
розв’язання solution 只有 
розкласти число на 
прості множники 
expand number into 
prime factors 
精确的;确切的 
само на себе by itself 准确的商 
складати constitute 组成 
скорочувати cancel; simplify 化简 
спільний common 准确的商 
спочатку from the beginning 只有 
...стільки..., скільки... ...as many..., as... 多少 
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сума sum 和 
тільки only 只有 
тому що because 意思 
точний accurate; exact 精确的;确切的 
у скільки разів більше... how many times... is 
bigger than 
大几倍 
усередині inside 一步一步 
формула formula 图象 
це означає... it means... 意思 
цифра figure 数字 
ціле whole 整数 
частина  part 整体的 
частина від числа part of number 数字的一部分 
частка quotient 商 
точна частка exact quotient 准确的商 
чверть quarter 四分之一 
чисельник numerator 分子 
число number 数字;数位 
багатозначне число many digit number 多位数 
двозначне число two digit number 二位数 
кратне число multiple of  number 除得尽的;倍数的 
мішане число mixed number 混合数 
натуральні числа natural numbers 自然数 
однозначне число one digit number 一位数 
просте число prime number 素数 
складене число composite number 合成的数字 
число ділиться само на 
себе 
number is divisible by 
itself 
意思 
член term 数字的一部分 
щоб помножити дріб на 
дріб, потрібно...  
to multiply fraction by 
another fraction you 
ought to... 
分数的乘法 
Розділ 1 
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якщо if 假如 
якщо..., то... if..., then... 如果...那么... 
           
1.1. Цифри та числа 
Цифри – це математичні знаки.  
0 – це цифра; 1 – це теж цифра; 9 – це теж цифра.  
Таблиця 1.1 – Цифри  
0 – нуль  1 – один 2 – два 3 – три 4 – чотири 
5 – п’ять 6 – шість 7 – сім 8 – вісім 9 – дев’ять 
Числа складаються з цифр (математичних знаків). 
Наприклад, число 20 складається з цифр "2" і "0". Число 321 
складається з цифр "3", "2" і "1".  
Один знак = одна цифра = однозначне число. 
Однозначне число – це число, яке складається з однієї цифри 
(одного знака). Наприклад, цифра 5 (п’ять) – це однозначне число. 
Цифри 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 – це однозначні числа. 
Два знака = дві цифри = двозначне число. 
Двозначне число – це число, яке складається з двох цифр 
(двох знаків). Наприклад, 23 (двадцять три) – це двозначне число.  
10, 11, 12, 13 ….  99 – це двозначні числа. 
Таблиця 1.2 – Двозначні числа 
10 – десять  11 – одинадцять 12 – дванадцять 
13 – тринадцять 14 – чотирнадцять 15 – п’ятнадцять 
… 
20 – двадцять … 30 – тридцять … 40 – сорок … 
50 – п’ятдесят … 60 – шістдесят … 70 – сімдесят … 
99 – дев’яносто дев’ять 
Арифметика (початкові відомості) 
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Три знака = три цифри = тризначне число. 
Тризначне число – це число, яке складається з трьох знаків 
(трьох цифр). Наприклад, 390 (триста дев’яносто) – це тризначне 
число. 100, 101, … 999 – це тризначні числа. 
Таблиця 1.3 – Тризначні числа 
100 – сто   101 – сто один … 119 – сто дев’ятнадцять 
… 
200 – двісті … 300 – триста … 400 – чотириста … 
500 – п'ятсот … 600 – шістсот … 700 – сімсот … 
800 – вісімсот … 900 – дев’ятсот … 912 – дев’ятсот дванадцять … 
999 – дев’ятсот дев’яносто дев’ять 
Чотири знака = чотири цифри = чотиризначне число. 
Чотиризначне число – це число, яке складається з чотирьох 
знаків (чотирьох цифр). Наприклад, 5015 (п’ять тисяч 
п’ятнадцять) – це чотиризначне число. 1000, 1001, … 9999 – це 
чотиризначні числа. 
Таблиця 1.4 – Чотиризначні числа 
1000 – тисяча  1001 – тисяча один 1002 – тисяча два … 
1030 – тисяча 
тридцять … 
1300 – тисяча 
триста … 
1990 – тисяча дев’ятсот 
дев’яносто… 
2000 – дві тисячі … 3000 – три тисячі … 4000 – чотири тисячі … 
5000 – п’ять тисяч … 6000 – шість тисяч … 7000 – сім тисяч … 
9999 – дев’ять тисяч дев’ятсот дев’яносто дев’ять 
П’ять знаків = п’ять цифр = п’ятизначне число. 
П’ятизначне число – це число, яке складається з п’яти 
знаків (п’яти цифр). Наприклад, 19 012 (дев’ятнадцять тисяч 
дванадцять) – це п’ятизначне число.  10 000, 10 001, … 99 999 – 
це п’ятизначні числа. 
Розділ 1 
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Таблиця 1.5 – П’ятизначні числа 
10000 – десять тисяч  10001 – десять тисяч один 
… 
10020 – десять тисяч 
двадцять … 
15050 – п’ятнадцять  
тисяч п'ятдесят … 
17070 – сімнадцять тисяч 
сімдесят … 
19900 – дев’ятнадцять 
тисяч дев'ятсот … 
20000 – двадцять тисяч 
… 
30000 – тридцять тисяч  
… 
40000 – сорок тисяч 
… 
50000 – п’ятдесят тисяч 
… 
60000 – шістдесят тисяч 
… 
70000 – сімдесят тисяч 
… 
99999 – дев’яносто дев’ять тисяч дев’ятсот дев’яносто дев’ять 
Шість знаків = шість цифр = шестизначне число. 
Шестизначне число – це число, яке складається з шести 
знаків (шести цифр). Наприклад, 170 700 (сто сімдесят тисяч 
сімсот) – це шестизначне число. 100 000, 100 001, … 999 999 – це 
шестизначні числа.  
Таблиця 1.6 – Шестизначні числа 
100000 – сто тисяч  100001 – сто тисяч один 
… 
100020 – сто тисяч 
двадцять … 
150050 – сто п’ятдесят 
тисяч п’ятдесят … 
170700 – сто сімдесят  
тисяч сімсот … 
199000 – сто дев’яносто 
дев’ять тисяч … 
200000 – двісті тисяч 
… 
300000 – триста тисяч 
… 
400000 – чотириста тисяч 
… 
500000 – п’ятсот тисяч 
… 
600000 – шістсот тисяч 
… 
700000 – сімсот тисяч 
… 
999999 – дев’ятсот дев’яносто дев’ять тисяч дев’ятсот дев’яносто дев’ять 
Сім знаків = сім цифр = семизначне число. 
Семизначне число – це число, яке складається з семи знаків 
(семи цифр). Наприклад, 8 540 012 (вісім мільйонів п’ятсот сорок 
тисяч дванадцять) – це семизначне число. 1000 000, 1000 001, … 
9 999 999 – це семизначні числа. 
Арифметика (початкові відомості) 
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Таблиця 1.7 – Семизначні числа 
1 000000 – один 
мільйон  
1 000001 – один 
мільйон один … 
1018008 – один мільйон   
вісімнадцять тисяч … 
2 000000 – два 
мільйони … 
3 000000 – три 
мільйони … 
4 000000 – чотири мільйони 
… 
5 000000 – п’ять 
мільйонів … 
6 000000 – шість 
мільйонів … 
7 000000 – сім мільйонів  
… 
8 000000 – вісім 
мільйонів … 
9 000000 – дев’ять 
мільйонів … 
9 999999 – дев’ять мільйонів 
дев’ятсот дев’яносто дев’ять 
тисяч дев’ятсот дев’яносто 
дев’ять 
 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які числа ви знаєте? 
2. Що таке тризначне число?  
3. З яких цифр складаються числа: 754, 8602, 9123876? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 1 
I. Виправте помилки (напишіть правильно): 
а) 56409, 40912, 76158 – це шестизначні числа; 
б) 1122, 4014, 2019 – це однозначні числа. 
s 
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II. Прочитайте числа: 12, 20, 13,30, 14, 40, 15, 50, 16, 60, 17, 
70, 101, 199, 228, 555, 674, 1003, 2303, 4518, 5600, 10300, 13030, 
21088, 101011, 854703, 1250361, 2004742, 3008018, 4523050, 
5800090, 21412 020, 120666779.  
III. Напишіть словами числа: 20, 70, 712, 1030, 4515, 7212, 
180800, 2000309, 70017700. 
IV. Напишіть цифрами числа: дванадцять, дев’ятнадцять, 
дев'ятсот вісім, три тисячі вісімсот вісімдесят, двадцять тисяч 
триста тридцять, два мільйони п'ятдесят три, вісім мільйонів 
шістдесят, одинадцять мільйонів сімсот двадцять два. 
V. Напишіть (словами та цифрами) п’ять семизначних чисел. 
VI. Заповніть таблицю. 
Таблиця 1.8 – Числа  
0, 1, 2, ... 9 1 знак, 1 цифра однозначні числа (цифри) 
 2 знака, 2 цифри двозначні числа 
100, 101, … 999 3 знака, 3 цифри  
1000, … 9999  чотиризначні числа 
 5 знаків, 5 цифр п'ятизначні числа 
100 000, … 999 999  шестизначні числа 
 7 знаків, 7 цифр семизначні числа 
  восьмизначні числа 
1.2. Арифметичні дії. Математичні знаки 
Таблиця 1.9 – Арифметичні дії. Математичні знаки 
Математичні 
знаки Арифметичні дії 
"+ " плюс 5 3 8+ =  
додавання 
5 – це доданок 
3 – це теж доданок 
8 – це сума (результат додавання) 
"- " мінус 9 3 6- =  
віднімання 
9 – це зменшуване 
3 – це від’ємник 
6 – це різниця (результат віднімання) 
Арифметика (початкові відомості) 
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Продовження таблиці 1.9  
Математичні 
знаки Арифметичні дії 
"×" помножити на 5 3 15× =  
множення 
5 – це множник (співмножник) 
3 – це теж множник 
15 – це добуток (результат множення) 
":" поділити на 12 : 3 4=  
ділення 
12 – це ділене 
3 – це дільник  
4 – це частка (результат ділення) 
a b=  – це рівність 
"=" буде (що?) або дорівнює 
(чому?) 
Читаємо так: 5 10x+ =  "п’ять плюс 
ікс буде десять" або "п’ять плюс ікс 
дорівнює десяти" 
a b> , a b< , a b³ , a b£  – це нерівності 
">"  більше від (чого?) 
"<"  менше від (чого?) 
"≥"  більше або дорівнює (чому?) 
"≤" менше або дорівнює (чому?) 
Читаємо так: 17 3y- >  сімнадцять 
мінус ігрек більше від трьох; 
20 12z× £  двадцять помножити на 
"зет" менше або дорівнює 
дванадцяти 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Порівняння чисел 
12 > 2 
На скільки число дванадцять 
більше від числа два? 
Число дванадцять більше від числа 
два на десять 
У скільки разів число дванадцять 
більше від числа два? 
Число дванадцять більше від числа 
два у шість разів 
2 < 12 
На скільки число два менше від 
числа дванадцять? 
Число два менше від числа 
дванадцять на десять 
У скільки разів число два менше 
від числа дванадцять? 
Число два менше від числа 
дванадцять у шість разів  
Розділ 1 
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Приклад 1. У скільки разів число 15 більше від числа 3? 
Розв’язання. Знайдемо частку: 15 : 3 5= . 
Відповідь. Число 15 більше від числа 3 у п’ять разів. 
Приклад 2. На скільки число 15 більше від числа 3? 
Розв’язання. Знайдемо різницю: 15 3 12- = .  
Відповідь. Число п'ятнадцять більше від числа три на дванадцять. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Дужка (-и) 
Кругла (-і) Квадратна (-і) Фігурна (-і) 
(…) […] {…} 
Читаємо так:  відкрити (що?)      закрити (що?) 
Круглі дужки Квадратні дужки Фігурні дужки  
Приклад 3. Прочитайте та виконайте дії: ( ){ }2 148 72 : 4 55 : 9× - +é ùë û . 
Читаємо так: відкрити фігурну та квадратну дужки; два помножити на; 
відкрити круглі дужки; сто сорок вісім мінус сімдесят два; поділити на 
чотири; закрити круглі та квадратні дужки; плюс п’ятдесят п’ять; закрити 
фігурні дужки; поділити на дев’ять. 
Розв’язання. Спочатку виконуємо дії у круглих дужках:  
1 дія – ділення: 72 : 4 18= . 
2 дія – віднімання: 148 18 130- = . 
Потім виконуємо дії у квадратних дужках: 
3 дія – множення: 2 130 260× = . 
Потім виконуємо дії у фігурних дужках: 
4 дія – додавання: 260 55 315+ = . 
5 дія – ділення: 315 : 9 35= . 
Відповідь. 35. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Правило порядку дій. Якщо у прикладі є кілька різних 
дій, спочатку виконуємо дії у дужках. Усередині будь-яких 
дужок спочатку виконуємо множення або ділення, потім 
додавання або віднімання послідовно. 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Які математичні знаки ви знаєте? 
2. Які арифметичні дії ви знаєте? 
3. Назвіть правило порядку дій. 
4. a b c+ =  – це додавання. Як називають a , b , c ? 
5. a b c- =  – це віднімання. Як називають a , b , c ? 
6. a b c× =  – це множення. Як називають a , b , c ? 
7. :a b c=  – це ділення. Як називають a , b , c ? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 2 
I. Прочитайте приклади та назвіть числа (див. таблицю 1.8). 
а) 45515 19212 64727+ =    320 17700 18020+ =  
919412 555 919967+ =    3892 16606 20498+ =  
818819 2220 821039+ =   6905 112120 119025+ =  
4563890 987654 5551544+ =  2349 654321 656670+ =  
616 717770 718386+ =    920919 8888 930727+ =  
819264 550505 1369769+ =   404414 111121 515535+ =  
б) 589444 3118 586326- =   789666 12345 777321- =  
601782 444414 157368- =   409419 607617 198198- = -  
912920 1567344 654424- = -   34567 9876543 9841976- = -  
39749 112120119 112080370- = -  295500 166160 129340- =  
888808818 313303 888495515- =  20394 817263 796869- = -  
в) 712 236 168032× =     450 156 70200× =  
654 741 484614× =     3521 98 345058× =  
12 991 11892× =     77017 500 38508500× =  
6321 54 341334× =     805 212 170660× =  
г) 237489 : 789 301=     1544056 : 514 3004=  
450072 : 987 456=    76770 :19 4040=  
522702 : 639 818=    1424277 :1479 963=  
1126563: 563 2001=    48239100 : 6510 7410=  
s 
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II. Дайте відповіді на запитання та поясніть вашу відповідь. 
1. На скільки число 8 менше від числа 10? 
2. На скільки число 90 більше від числа 19? 
3. У скільки разів число 18 менше від числа 162? 
4. У скільки разів число 240 більше від числа 12? 
III. Напишіть: 
На скільки?  У скільки разів? 
5 10<  
21 23<  
100 51>  
 30 90<  
120 40>  
7 42<  
IV. Напишіть порядок дій та обчисліть: 
а) ( )5555 82320 :84 693 66+ - × ; 
б) ( )3208 87 67 62524 : 308- × + ; 
в) ( )467915 137865 : 31353 48 609+ - × ; 
г) ( )51003 4968 709 52 203- + × + ; 
д) ( )612228 53007 52275 : 615+ - ; 
є) ( )86 217 275116 :859 279569× + + . 
1.3. Прості та складені числа. Розкладання чисел на прості 
множники.  НСД  і  НСК. Ознаки подільності чисел 
Частка двох чисел може бути: точна та неточна.  
  20 5 
  20 4 
  0  
4 – це частка. 
4 – це точна частка, тому що 4 5 20× = . 
 
  28 8 
  24 3 
  4  
3 – це частка. 
3 – це неточна частка, тому що 3 8 28× ¹ . 
4 – це остача. 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
a bq r= + , 0 r b£ < , 0b ¹ , 
де a  – це ділене; b– це дільник; q  – це частка; r  – це остача. 
Дільник числа a  – це число b , на яке a  можна поділити 
без остачі ( 0r = ). 
Кратне числа a  – це число, яке можна поділити на a  без 
остачі ( 0r = ). 
 
Наприклад, 21: 3 7= , де число 3 – це дільник числа 21; а 
число 21 – це кратне числа 3. 
Числа 2, 3, 5, 7, 11, 19, 23 … можна поділити тільки на 
одиницю (1) та самі на себе. Це прості числа. 
Прості числа – це числа, які мають тільки два дільника. 
Наприклад, число 23 – це просте число, тому що 23 можна 
поділити тільки на "1" і на "23". Отже, число 23 має тільки два 
дільника 1 і 23, тобто:  23 :1 23= ; 23 : 23 1= . 
Числа 4, 6, 8, 9, 10, 12 … можна поділити на "1", самі на себе 
та на інші числа. Це складені числа. 
Складені числа – це числа, які мають більше двох дільників. 
Наприклад, число 36 можна поділити на 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 
18, 36. Отже, число 36 має дев’ять дільників. 
1 (одиниця) – не є простим або складеним числом. 
Складені числа можна розкласти на прості множники. 
Розкласти число на прості множники – це означає 
записати його як добуток простих чисел. 
Розділ 1 
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Приклад 4. Розкласти число 27 на прості множники. 
Розв'язання. 12 
6 
3 
1 
2 
2 
3 
12 2 2 3= × × .  
 
Відповідь. Числа 2, 2, 3 – це прості множники. 
Спільний дільник декількох чисел – це число, на яке всі дані 
числа можна поділити без остачі. 
Наприклад, число 18 можна поділити на 2, 3, 3; число 24 
можна поділити на 2, 2, 2, 3. Спільні дільники чисел 18 і 24 – це 2 
і 3. Серед усіх дільників завжди є найбільший. Так, найбільший 
дільник чисел 18 і 24 – це 6 (2 3 6× = ). 
Найбільший спільник дільник декількох чисел (НСД) – це 
найбільше натуральне число, на яке можна поділити кожне з 
даних чисел без остачі. 
Приклад 5. Знайти НСД чисел 45, 60, 75. 
Розв’язання. Розкладемо числа 45, 60, 75 на прості множники. 
45 3 3 5
60 2 2 3 5
75 3 5 5
= × × üï= × × × ý
= × × ïþ
 3 і 5 – це спільні множники. ( )НСД 45, 60, 75 3 5 15= × = . 
Відповідь. ( )НСД 45, 60, 75 15= . 
Найменше спільне кратне (НСК) декількох чисел – це 
найменше натуральне число, яке можна поділити на кожне з 
даних чисел без остачі. 
Приклад 6. Знайти НСК чисел 5, 6 і 8. 
Розв’язання. Розкладемо числа 5, 6 і 8 на прості множники. 
5 5; 6 2 3; 8 2 2 2= = × = × × . ( )НСК 5, 6, 8 5 2 3 2 2 120= × × × × =  
Відповідь. ( )НСК 5, 6, 8 120= . 
Приклад 7. Знайти НСК чисел 72 і 108. 
Розв’язання. Розкладемо числа 72 і 108 на прості множники. 
72 2 2 2 3 3= × × × × ;  
108 2 2 3 3 3= × × × ×  
Відповідь. ( )НСК 72,108 216= . 
( )
72
НСК 72,108 2 2 2 3 3 3 216= × × × × × =
64 48
 
 108  
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
( ) ( )
НСК ,
НОД ,
a b
a b
a b
×
=  
Приклад 8. Знайти НСК чисел 360 і 70. 
Розв’язання. ( )НСД 360, 70 10= . Використаємо формулу: 
( ) 360 70НСК 360, 70 2520
10
×
= = . 
Відповідь. ( )НСК 360, 70 2520= . 
Приклад 9. Знайти НСК чисел 20 і 27. 
Розв’язання. Розкладемо числа 20 і 27 на прості множники:  
20 2 2 5= × × ; 27 3 3 3= × × . Числа 20 і 27 не мають спільних множників. 
( )
}
{
20
27
НСК 20, 27 2 2 5 3 3 3 540= × × × × × =  
Відповідь. ( )НСК 20, 27 540= . 
НСК чисел, які не мають спільних множників, можна знайти 
як добуток цих чисел. 
Таблиця 1.10 – Ознаки подільності чисел 
Подільність 
чисел Ознаки подільності чисел Приклади 
на "2" Остання цифра числа ділиться на 2 
або дорівнює 0 
12, 50, 348, 576, 
4294, 30590 … 
на "5" Остання цифра числа дорівнює 5 або 0 15, 80, 375, 
1005 … 
на "3" Суму цифр числа можна поділити на 3  156, 222, 378, 
1032, 15189 … 
на "9" Суму цифр числа можна поділити на 9 153, 252, 819, 
3150, 5787 … 
на "4" Число, яке складається з двох останніх 
цифр даного числа, ділиться на 4 або 
дві останні цифри числа – нулі  
112, 600, 724, 
1084, 3048 … 
Розділ 1 
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Продовження таблиці 1.10 
Подільність 
чисел Ознаки подільності чисел Приклади 
на "25" Число, яке складається з двох останніх 
цифр даного числа, ділиться на 25 або 
дві останні цифри числа – нулі  
250, 400, 975, 
1050, 5125 … 
на "8" Число, яке складається з трьох 
останніх цифр даного числа, ділиться 
на 8 або три останні цифри числа – 
нулі  
1008, 3032, 
5120, 9000 … 
на "125" Число, яке складається з трьох 
останніх цифр даного числа, можна 
поділити на 125 або три останні 
цифри числа – нулі 
1375, 10125, 
51000 … 
на "6" Число можна поділити на 2 і на 3 126, 750, 1068, 
3163, 17844 … 
на "7", 
"11", "13" 
Різниця між числом, яке складається з 
трьох останніх цифр даного числа, та 
числом, яке складається з інших цифр 
цього числа, ділиться на 7, 11 або 13 
1071; 55258 
ділиться на 7; 
28501; 1353 
ділиться на 11; 
1157; 5928 
ділиться на 13 
   
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що називається дільником числа a ? 
2. Що називається кратним числа a ? 
3. Що таке просте число? 
4. Що таке складене число? 
5. Що таке НСД? 
6. Що таке НСК? 
 
Завдання для самостійної роботи № 3 
I. Назвіть однозначні прості числа. Назвіть декілька 
однозначних складених чисел. 
s 
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II. Прочитайте спочатку прості, а потім складені числа: 5, 8, 9, 
12, 13, 14. 17, 19, 21, 23, 25, 29, 31, 36, 42, 45, 47, 49, 51, 62, 67, 77, 
83, 89, 90, 91, 95, 97, 101, 109. 
III. Напишіть всі прості числа від 11 до 37. Назвіть всі складені 
числа від 10 до 30. 
IV. Напишіть всі дільники чисел: 12, 19, 27, 36. 
V. Напишіть а) дільники чисел: 24, 30, 42; б) спільні дільники 
чисел: 24, 30, 42; в) найбільший спільний дільник чисел: 24, 30, 
42. 
VI. Вірно або ні, що: 
а) 5 – це дільник числа 45;  б) 16 – це дільник числа 8; 
в) 27 – це кратне числа 3;  г) 6 – це кратне числа 12? 
VII. Які з чисел: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 є: 
а) дільниками числа 20; б) дільниками числа 16; 
в) кратними числа 4; г) кратними числа 3. 
VIII. Напишіть всі двозначні числа, кратні числам: 8 і 11. 
IX. Розкладіть на прості множники числа: 27, 36, 46, 72, 84, 
100, 243, 368, 420, 1000. 
1.4. Звичайні та десяткові дроби 
1.4.1. Звичайні дроби 
Звичайний дріб – це одна або декілька рівних частин одиниці. 
Наприклад, 1
5
 – це звичайний дріб, 1
4
; 2
7
; 25
3
; 101
70
 – це теж 
звичайні дроби. Дріб 1
5
 означає, що одиницю поділено на 5 
рівних частин та взято одну таку частину. Дріб 3
4
 означає, що 
одиницю поділено на 4 рівні частини та взято три такі частини 
(рис. 1.1).  
Розділ 1 
 24
 
Рисунок 1.1 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
a
b
 – це звичайний дріб, a  – це чисельник дробу, b  – це 
знаменник дробу. 
Таблиця 1.11 – Числівники 
 скільки? який? 
(за порядком) 
яка? яких? 
1 один перший перша перших 
2 два другий друга других 
3 три третій третя третіх 
4 чотири четвертий четверта четвертих 
5 п’ять п’ятий п’ята п’ятих 
6 шість шостий шоста шостих 
7 сім  сьомий сьома сьомих 
8 вісім восьмий восьма восьмих 
9 дев'ять дев'ятий дев'ята дев'ятих 
10 десять десятий десята десятих 
… 
20 двадцять двадцятий двадцята двадцятих 
… 
100 сто сотий сота сотих 
… 
200 двісті  двохсотий двохсота двохсотих 
… 
500 п'ятсот п’ятисотий п’ятисота п’ятисотих 
… 
1 
1
5
 
1 
3
4
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Таблиця 1.12 – Звичайні дроби 
Приклад 
скільки?
яка?
 Приклад 
скільки?
яких?
 
1
2
 
одна
друга
 2
3
 
дві
третіх
 
1
11
 
одна
одинадцята
 3
9
 
три
дев'ятих
 
21
40
 
двадцять одна
сорокова
 74
17
 
сімдесят чотири
сімнадцятих
 
301
50
 
триста одна
п'ятидесята
 105
301
 
сто п'ять
триста перших
 
201
1000000
 двісті одна
мільйонна
 411
10000
 
чотириста одинадцять 
десятитисячних
 
 
Якщо чисельник дробу менше від знаменника, то це 
правильний дріб. Якщо чисельник дробу більше або дорівнює 
знаменнику, то це неправильний дріб.  
Якщо дріб неправильний, то його можна записати як мішане 
число.  
Наприклад, 2
3
; 3
11
; 24
105
– це правильні дроби; 7
3
; 19
5
; 321
12
– 
це неправильні дроби; 13
2
 – це мішане число; 17
3
; 5119
6
; 32001
7
 – 
це мішані числа. 
Мішане число – це сума цілої та дробової частини.  
Наприклад: 
ціла
частина дробова
частина
2 28 8
7 7
= +  
Розділ 1 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Мішані числа читаємо так: 
31
7
 – одна ціла, три сьомих;          13
5
 – три цілих, одна п’ята; 
1121
30
 – двадцять одна ціла, одинадцять тридцятих; 
254
21
 – п’ятдесят чотири цілих, дві двадцять перших. 
 
Щоб записати неправильний дріб як мішане число, треба 
чисельник дробу поділити на знаменник.  
Приклад 10. Записати неправильний дріб 169
7
 як мішане число.  
_ 169 7 
 14 24 
 _ 29  
Розв’язання. 
  28  
   1  
          
Відповідь. 169 124
7 7
=  
Приклад 11. Записати мішане число як неправильний дріб. 
Розв’язання. 3 11 5 3 5811
5 5 5
× +
= = . 
Відповідь. 58
5
. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Основна властивість дробу. Величина дробу не зміниться, 
якщо чисельник і знаменник дробу помножити або поділити на 
одне й те саме число, що не дорівнює нулю. 
( ): , 0; 0
:
a a m a n m n
b b m b n
×
= = ¹ ¹
×
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Наприклад, 2 2 3 6
3 3 3 9
×
= =
×
; 18 18 : 9 2
63 63 : 9 7
= = . 
Скоротити дріб – це означає, що чисельник і знаменник 
треба поділити на одне й те саме число, що не дорівнює нулю. 
Наприклад, 4 4 : 2 2
6 6 : 2 3
= =  – ми скоротили дріб на "2"; 
8 8 : 8 1
16 16 : 8 2
= =  – ми скоротили дріб на "8". 
Для того щоб виконувати арифметичні дії зі звичайними дробами, 
треба знати, як зводити ці дроби до спільного знаменника. 
Приклад 12. Звести дроби 3
7
 і 16
5
 до спільного знаменника. 
Розв'язання. Дроби 3
7
 і 16
5
 мають різні знаменники: 7 і 5. Використаємо 
основну властивість дробу та замінимо ці дроби іншими дробами. Для 
цього помножимо чисельник і знаменник дробу 3
7
 на додатковий 
множник 5, а чисельник і знаменник дробу 16
5
 на додатковий множник 7, 
одержимо: 3 5 15
7 5 35
×
=
×
; 16 7 112
5 7 35
×
=
×
. Ми звели дроби 3
7
 і 16
5
 до спільного 
знаменника 35. 
Відповідь. 3 15
7 35
= ; 16 112
5 35
= . 
Таке перетворення називають зведенням дробів до 
спільного знаменника. 
Приклад 12 можна розв’язати іншим способом. Дроби 3
7
 і 16
5
 можна 
звести до спільного знаменника 70, тоді: 3 3 10 30
7 7 10 70
×
= =
×
; 16 16 14 224
5 5 14 70
×
= =
×
, 
або до спільного знаменника 105, тоді: 3 3 15 45
7 7 15 105
×
= =
×
; 16 16 21 336
5 5 21 105
×
= =
×
, 
або до будь-якого знаменника, що ділиться і на 7, і на 5. 
Розділ 1 
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Таким чином, звести дроби до спільного знаменника можна 
по-різному. Але найбільш зручно зводити дроби до найменшого 
спільного знаменника (НСЗ). 
НСЗ дробів дорівнює найменшому спільному кратному 
(НСК) знаменників даних дробів. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Для того щоб звести дроби до НСЗ, необхідно: 
1) знайти НСК знаменників дробів; 
2) обчислити додаткові множники (для цього треба поділити 
НСК на кожний знаменник); 
3) помножити чисельник і знаменник кожного дробу на додаткові 
множники. 
Приклад 13. Звести до найменшого спільного знаменника дроби 7
24
 і 11
30
. 
Розв’язання. Знайдемо найменше спільне кратне чисел 24 і 30: 
( )НОК 24;30 120= . 
120 : 24 5= , ось чому, щоб звести дріб 7
24
 до знаменника 120, треба його 
чисельник і знаменник помножити на додатковий множник 5:  
7 7 5 35
24 24 5 120
×
= =
×
. 
120 : 30 4= , ось чому, щоб звести дріб 11
30
 до знаменника 120, треба його 
числівник і знаменник помножити на додатковий множник 4:  
11 11 4 44
30 30 4 120
×
= =
×
. 
Відповідь. Ми звели дроби до найменшого спільного знаменника 120.  
Одержали: 7 35
24 120
= ; 11 44
30 120
= . 
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Таблиця 1.13 – Дії зі звичайними дробами та мішаними числами 
Дії Правило Приклад 
Додавання 
дробів 
Щоб додати дроби, треба 
звести їх до НСЗ і додати 
чисельники. 
1 1 1 3 1 2 5
2 3 6 6
× + ×
+ = = , 
6 – це НСЗ 
Віднімання 
дробів 
Щоб відняти дроби, треба 
звести їх до НСЗ і відняти 
чисельники. 
1 3 1 7 3 2 1
2 7 14 14
× - ×
- = = ,  
14 – це НСЗ 
Множення 
дробів 
Щоб помножити дроби, треба 
помножити чисельники та 
результат записати у 
чисельник. Потім помножити 
знаменники та результат 
записати у знаменник. Якщо 
можливо, то скоротити дріб. 
3 2 3 2 6 3
4 5 4 5 20 10
×
× = = =
×
. 
Ділення 
дробів 
Щоб поділити дріб на дріб, 
треба перший дріб 
помножити на дріб, який є 
оберненим до другого дробу.  
( a
b
 і b
a
– це обернені дроби.) 
1 2 1 3 3
:
2 3 2 2 4
= × = . 
Порівняння 
дробів 
Щоб порівняти дроби, треба 
звести їх до НСЗ та 
порівняти чисельники. 
5
7
 і 
3
5
. Зведемо до НСЗ:  
25
35
 і 
21
35
, 25 21> , тому 
25 21
35 35
>
5 3
7 5
Þ > . 
Додавання, 
віднімання, 
множення 
та ділення 
мішаних 
чисел 
Щоб виконати дії 
(додавання, віднімання, 
множення, ділення) з 
мішаними числами, зручно 
записати їх як неправильні 
дроби, а потім  виконати дії 
2 1 65 4 65 121) 7 1
9 3 9 3 9
53 85
9 9
=
-- = - =
= =
2 7 7 25 7 92)1 : 2 :
5 9 5 9 5 25
63
125
=
=
×= =
×  
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1.4.2. Десяткові дроби 
Звичайний дріб, знаменник якого дорівнює 10, 100, 1000 ... 
називають десятковим дробом.  
Десятковий дріб можна записати так: 37 0,37
100
= . 
1,182; 32,02; 71,4054 – це десяткові дроби. 
Зліва від коми – ціла частина десяткового дробу. Справа від 
коми – десяткові знаки (десяті, соті, тисячні...). 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Десяткові дроби читаємо так: 
0, 1 – нуль цілих, одна десята; 
2,05 – дві цілих, п’ять сотих; 
31,123 – тридцять одна ціла, сто двадцять три тисячних; 
11,0019 – одинадцять цілих, дев’ятнадцять десятитисячних. 
 
Десяткові дроби бувають скінчені та нескінчені. 
Наприклад, 3,125; 4,51; 21,01 – це скінчені десяткові дроби; 
0,333...; 2,0414141...; 5,543671... – це нескінчені десяткові дроби. 
Нескінчені десяткові дроби бувають: періодичні та 
неперіодичні. 
Наприклад, періодичні дроби: 
0,444...=0,(4);   де 4 – це період дробу; 
3,5151...=3,(51),   51 – це період дробу; 
7,02333...=7,02(3),   3 – це період дробу. 
Періодичні дроби бувають: чисті та мішані.  
Наприклад, чисті періодичні дроби: 2,(32); 41,(05); 123,(5); 
мішані періодичні дроби: 3,0(7); 70,24(51); 31,1(55). 
Прикладом неперіодичних дробів можуть бути: 3,14...; 
5,17823...; 6,2345... 
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Таблиця 1.14. – Дії з десятковими дробами 
Дія Правило Приклад 
Додавання 
та 
віднімання  
Щоб додати (або відняти) 
десяткові дроби, треба написати 
однакове число десяткових 
знаків у цих дробів. Потім 
додати (або відняти) їх як цілі 
числа. Кома має бути під комою. 
 
 5,001 
 3,200 
 1,801 
 
5,001 3,2 1,801- =  
Множення Щоб помножити десяткові 
дроби, треба помножити їх як 
цілі числа. Залишити стільки 
десяткових знаків у добутку 
(після коми), скільки їх є у обох 
співмножників разом. 
1) 2,75 0,231 0,63525× = , 
тобто 275 0231 63525× =  
2) 2,56 100 256× =  
Ділення Щоб поділити десятковий дріб 
(або ціле число) на десятковий 
дріб, треба записати дільник як 
ціле число, тобто у діленому та у 
дільнику перенести кому 
праворуч на стільки цифр, 
скільки десяткових знаків є у 
дільнику. Потім виконати 
ділення на ціле число. Кому 
потрібно написати після ділення 
цілої частини десяткового дробу. 
1) 11,726 : 4,51 =  
1172,6 : 451 2,6= =  
2) 45 :1,25 =  
4500 :125 36= =  
Перетворення 
чистого  
періодичного 
дробу на  
звичайний 
дріб  
Щоб записати чистий 
періодичний дріб як звичайний, 
треба використовувати формулу 
( )
{
1 2
1 2
...0, ...
99...9
k
k
k
n n nn n n =  
1) 12 40,12
99 33
= =  
2) 2360,236
999
=  
Перетворення 
мішаного  
періодичного 
дробу на  
звичайний 
дріб  
Щоб записати мішаний періоди-
ний дріб як звичайний, треба 
використовувати формулу 
( )
{{
1 2 1 2
1 2 1 2 1 2
0, ... ...
... ... ...
99...900...0
k
k
k
mm m nn n
mm mnn n mm m
=
-
=
l
l l
l
 
1) ( ) 213 2 2110,2 13
990 990
-
= =  
2) 435 430, 43(5)
900
-
= =  
392 98
900 225
= =  
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке правильний дріб? 
2. Що таке неправильний дріб? 
3. Які дроби ви знаєте? 
4. Що означає скоротити дріб? 
5. Сформулюйте "основну властивість дробу". 
6. Що таке мішане число? 
7. Як додати звичайні дроби? 
8. Як відняти звичайні дроби? 
9. Як помножити звичайні дроби? 
10. Як поділити звичайні дроби? 
11. Як додати десяткові дроби? 
12. Як відняти десяткові дроби? 
13. Як помножити десяткові дроби? 
14. Як поділити десяткові дроби? 
 
ДРОБИ 
звичайні десяткові 
правильні неправильні скінчені 
неперіодичні періодичні 
нескінчені 
чисті мішані 
мішані числа 
s 
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Завдання для самостійної роботи № 4 
I. Напишіть словами, як читати дроби та мішані числа. 
1
35
; 21
50
; 31
60
; 72
101
; 19
20
; 33
74
; 93
47
; 59
100
; 3
200
; 11
600
; 233
1000
; 1210
17
; 
8161
13
; 1250
30
; 0,21; 3,5; 202,134; 70,0017; 0,(7); 0,(27); 1,8(3); 
19,(063); 2,22(21). 
II. Напишіть цифрами. 
Сім дванадцятих; три цілих чотири сьомих; одна ціла 
одинадцять тридцять восьмих; вісімдесят дев’ятнадцятих; 
одинадцять цілих двадцять сім тисячних; тринадцять цілих 
дев’ять десятитисячних; сто одна ціла, одинадцять сорокових. 
III. Запишіть мішані числа як неправильні дроби. 
120
3
; 23
5
; 38
4
; 315
8
; 112
19
; 4105
7
. 
IV. Запишіть неправильні дроби як мішані числа. 
72
23
; 135
8
; 41
12
; 89
17
; 28
21
; 328
221
. 
V. Розв’яжіть завдання. 
а) 62 1 14 33,022 : 5 : 6,4 3 0,24
125 2 3
æ ö æ ö+ - ×ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
б) 1 720,2 76,84 : 8 4,72 8,4 :1 : 7,9
2 18
é ùæ ö æ ö- + -ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
; 
в) 13 4 2 7 110 54,74 : 6 8 3 2 3,75
20 5 15 15 13
é ùæ ö- + - × ×ç ÷ê úè øë û
; 
г) 2 3 112,06 4,5 3 : 11,15 3,75 2 142,1: 3
3 5 2
æ ö æ ö+ × - × +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
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д) 
5 3 1 25 15,03:1 5,02 7,8 : 21 6 14 2 510 1 2 63 0,08 4 2 2,8 4
4 7 25
× + - +
-
× + × -
; 
є) 
3 412 3 2,8 22 159,9 : 7
7 5
11 2 23 101,22 : 8 2,13 2,05 1
20 5 5
- × -
+
+ + ×
; 
ж) 
( ) ( )
11,09 0,29 1 11,81 8,19 0.024
13 8 9 :11,2518,9 16
20 9
- × + ×
+
æ ö- ×ç ÷
è ø
. 
VI. Напишіть три правильні дроби, в яких знаменник більше 
від чисельника на "3". 
VII. Напишіть п’ять неправильних дробів, в яких знаменник 
менше від чисельника на "4". 
VIII. Порівняйте дроби. 
а) 2
5
 та 3
8
;  б) 4
7
 та 9
11
;  в) 5
6
 та 8
9
;  г) 5
12
 та 1
4
. 
 
1.5. Відношення. Пропорції. Проценти 
1.5.1. Відношення 
Частка чисел a  і b  – це відношення цих чисел, де 0b ¹ . 
Відношення може бути записано у вигляді: a
b
 або :a b , де a  
і b– це члени відношення. 
Читаємо так: a k
b
=  – відношення a  до b  дорівнює k ; 4 2
2
=  – 
відношення числа чотири до числа два дорівнює двом; 
6 2
3
=  – відношення шести до трьох дорівнює двом.  
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Таблиця 1.15 – Відношення 
Відношення 
Число чого? 
(родовий відмінок) 
до чого? 
(давальний відмінок) 
1 одного одного 
2 двох двох 
3 трьох трьох 
4 чотирьох чотирьох 
5 п’яти п’яти 
6 шести шести 
... ... ... 
20 двадцяти двадцяти 
... ... ... 
40 сорока сорока 
... ... ... 
Якщо 1a
b
> , то відношення показує, у скільки разів a  більше 
за (від) b . 
Наприклад, 15 5
3
=  (відношення п’ятнадцяти до трьох 
дорівнює п’яти). Це відношення показує, що 15 більше від 3 у 5 
разів. 
Якщо 1a
b
< , то відношення показує, яку частину a  складає 
від b . 
Наприклад, 3 1
12 4
=  (відношення трьох до дванадцяти 
дорівнює дробу "одна четверта"). Це відношення показує, що 
число 3 складає  1
4
 частину від числа 12. 
Якщо 1a
b
= , то числа a  і b  однакові (рівні між собою). 
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Наприклад, 6 1
6
=  (відношення шести до шести дорівнює одиниці 
(одному). Це відношення показує, що числа рівні між собою. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Властивість відношення. Відношення не зміниться, якщо 
члени цього відношення помножити або поділити на одне й те 
саме число, яке не дорівнює нулю. 
:
:
a a m a n
b b m b n
×
= =
×
, де 0m ¹ , 0n ¹ . 
Отже, 
а) відношення можна скоротити; 
б) відношення дробів можна записати як відношення цілих чисел. 
 
Приклад 14. Записати відношення дробів 2 4:
3 5
 як відношення цілих чисел. 
Розв’язання. Знайдемо найменший спільний знаменник: НСЗ (3; 5)=15.  
Помножимо члени відношення на 15: 
( ) ( )2 4 2 4: 15 : 15 2 5 : 4 3 10 :12
3 5 3 5
æ ö æ ö= × × = × × =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Відповідь. 2 4: 10 :12
3 5
= . 
1.5.2. Пропорції 
Пропорція – це рівність двох відношень. 
a c
b d
=  або : :a b c d= ; 0b ¹ ; 0d ¹ , 
де a  і d  – це крайні члени пропорції; b  і c  – це середні члени 
пропорції; :a b  – це ліва частина пропорції; :c d  – це права 
частина пропорції. 
Читаємо пропорцію так: a  відноситься до b , як c  
відноситься до d . 
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Наприклад, пропорція 2 12
3 18
=  читається так: два відноситься 
до трьох, як дванадцять відноситься до вісімнадцяти; 
6 8
24 32
=  – шість відноситься до двадцяти чотирьох, як вісім 
відноситься до тридцяти двох. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Основна властивість пропорції. Добуток крайніх членів 
пропорції дорівнює добутку середніх членів пропорції: якщо 
a c
b d
= , то a d b c× = × , де 0b ¹ , 0d ¹ . 
Наприклад, для пропорції 3 9
5 15
= ; числа 3 і 15 – це крайні 
члени пропорції; а числа 5 і 9 – це середні члени пропорції, тоді 
за основною властивістю пропорції маємо: 3 15 5 9× = × , тобто 
45 45= . 
Для пропорції 1 1 4 4: :
2 3 6 9
=  маємо: 1
2
 і 4
9
 – це крайні члени 
пропорції; 1
3
 і 4
6
 – це середні члени пропорції. Тоді за основною 
властивістю пропорції можна записати: 1 4 1 4
2 9 3 6
× = × , тобто 4 4
18 18
= . 
Щоб знайти невідомий член пропорції, будемо 
використовувати основну властивість пропорції. 
Приклад 15. Знайти невідомий член пропорції 7 21
11 x
= . 
Розв’язання. За основною властивістю пропорції маємо: 7 11 21x× = × , тоді 
11 21 33
7
x ×= = . 
Відповідь. 33x = . 
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Приклад 16. Знайти x  з пропорції: 2 13
7 2
x +
=  
Розв’язання. ( )2 2 7 13x + × = × ; 
2 4 91x + = ; 
87
2
x = ; 
43,5x = . 
Відповідь. 43,5.x =  
У пропорції : :a b c d=  можна переставляти: 
1) середні члени: : :a c b d= ; 
2) крайні члени: : :d b c a= ; 
3) крайні члени a  і d  – на місце середніх членів b  і c ; та середні 
члени b  і c  – на місце крайніх членів a  і d : : :b a d c= . 
У кожної з отриманих пропорцій можна поміняти місцями 
ліву і праву частини. Отримаємо нові пропорції: 
: :c d a b= ;     : :c a d b= ;     : :b d a c= ;     : :d c b a= . 
Наприклад, якщо є пропорція: 3:9 11:33= , то можна записати 
такі нові пропорції: 1) 3 :11 9 : 33= ; 2) 33: 9 11: 3= ; 3) 9 : 3 33:11=  
4) 9 : 33 3:11= ; 5) 11: 3 33: 9= ; 6) 33:11 9 : 3= ; 7) 11: 33 3: 9= . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо дано пропорцію : :a b c d= , то можна записати такі 
нові пропорції: 
1) a b c d
a c
+ +
= ;   2) a b c d
b d
+ +
= ;   3) a b c d
a c
- -
= ;  
4) a b c d
b b
- -
= ;   5) a b c d
a b c d
+ +
=
- -
;   6) a c a a
b d b b
×
= ×
×
. 
 
Наприклад, якщо є пропорція: 3 6
5 10
= , то можна скласти 
наступні похідні пропорції: 
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1) 3 5 6 10 8 16;
3 6 3 6
+ +
= = ;  2) 3 5 6 10 8 16;
5 10 5 10
+ +
= = ; 
3) 3 5 6 10 2 4;
3 6 3 6
- - - -
= = ; 4) 3 5 6 10 2 4;
5 10 5 10
- - - -
= = ; 
5) 3 5 6 10 8 16;
3 5 6 10 2 4
+ +
= =
- - - -
; 6) 3 6 3 3 18 9;
5 10 5 5 50 25
× = × = . 
1.5.3. Проценти (відсотки) 
Процент – це одна сота частина числа. 
11% 0,01
100
= = , 
% – це знак проценту. 
Проценти можна записати як дріб: 
4040% 0,4
100
= = ; 100100% 1
100
= = ; 252252% 2,52
100
= = . 
Дріб можна записати як проценти: 
0,25 100% 25%× = ;  0,25 – це 25%; 
1,75 100% 175%× = ;  1,75 – це 175%. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Проценти 
один процент 
21
51
101
üï
ý
ïþ
процент 
два
три
чотири
üï
ý
ïþ
 процента 
52
73
304
üï
ý
ïþ
 процента 
'
...
п ять
шість
сімь
ü
ï
ý
ïþ
 процентів 
16
88
316
...
ü
ï
ý
ï
þ
 процентів 
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Розглядають декілька видів завдань на проценти.  
Завдання 1. Знайти %x  від числа A. 
Розв’язання. 
100
A x b× = . 
Відповідь. b  – це %x  від числа A. 
Приклад 17. Знайти 7% від числа 200. 
Розв’язання. 200 7 14
100
b = × = . 
Відповідь. 7% від числа 200 – це число 14. 
Завдання 2. Знайти число X , якщо %m  процентів від числа 
X  дорівнюють числу b . 
Розв’язання. 
%m  – це b  
100%  – це X  
=> %
100%
m b
X
=  => 100%
%
bX
m
×
=  
Відповідь. 100%
%
bX
m
×
=  
Приклад 18. Знайти число X , якщо 5% від X  дорівнюють 40. 
Розв’язання. 40 100% 800
5%
X ×= = . 
Відповідь. 800X = . 
Завдання 3. Знайти, скільки процентів складає число n  від 
числа m  (процентне відношення – %P ). 
Розв’язання. % 100%nP
m
= × . 
Процентне відношення показує, скільки процентів одне 
число складає від іншого. 
Приклад 19. Знайти процентне відношення числа 120 і числа 320. 
Розв’язання. 120 100% 37,5%
320
P = × = . 
Відповідь. Число 120 складає 37,5% від числа 320. 
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Завдання 4. Знайти суму внеску через n  років, якщо 
протягом року нараховується p  процентів та перший внесок до 
банку дорівнює a  доларів.  
Розв’язання. Ми знаємо, що на внесок у банку нараховують 
складні проценти (проценти на проценти). Це означає, якщо 
протягом року на суму внеску нараховані проценти, то в 
наступному році проценти будуть нараховані на суму внеску 
плюс процентні гроші. 
Через рік сума внеску буде: 1
100 100
p pa a a æ ö+ × = +ç ÷
è ø
, де a  – 
сума першого внеску, p  – проценти, нараховані протягом року. 
Через 2 роки сума внеску буде:  
2
1 1 1 1 1
100 100 100 100 100 100
p p p p p pa a a aæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö+ + + × = + × + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø è ø
. 
Через 3 року сума внеску буде:  
2 2 3
1 1 1 1 1
100 100 100 100 100 100
p p p p p pa a a aæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö+ + + × = + × + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø è ø
. 
Через n  років сума внеску буде:  
1
100
npa æ ö+ç ÷
è ø
. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Формула складних процентів: 1
100
npS a æ ö= +ç ÷
è ø
, 
де S  – величина внеску через n  років; a  – сума першого внеску; 
p  – проценти, нараховані протягом року; n  – строк внеску. 
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Приклад 20. Сума першого внеску до банку дорівнює 300 доларів. 
Протягом року нараховується 3%. Знайти суму внеску через 5 років. 
Розв’язання. ( )
5
53300 1 300 1,03 300 1,159 348
100
S = × + = × » × »æ öç ÷
è ø
 (доларів). 
Відповідь. Сума внеску через 5 років буде приблизно (≈) 348 доларів. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке відношення? 
2. Що таке пропорція? 
3. Що таке процент? 
4. Що таке основна властивість пропорції? 
5. У скільки разів: 16 більше від 4;  
21 більше від 7;  
36 більше від 9? 
6. Яку частину складає: число 18 від числа 36? 
число 7 від числа 35? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 5 
I. Напишіть як прочитати пропорції: 
а) 3: 5 6 :10= ;   в) 4 : 7 12 : 21= ; 
б) 18 : 9 10 : 5= ;   г) 6 :11 18 : 33= . 
II. Знайдіть x  з пропорцій: 
а) : 9 7 :14x = ; 
б) 4,2 : 0,7 24 : x= ; 
в) 1 2 2613 :1 :
3 3 5 5
x
= ; 
г) ( )1,7 :1,5 3,75:1,5x- = ; 
д) 1,25 : 0,4 1,35: 0,5x= ;  
є) 
72 0,70,5 1 9
2 41
7
xx -+
= ; 
ж) 1,2 : 0,375 0,2 0,016 : 0,12 0,74 26 :15 0,8
25 5
x
- +
=
+
; 
з) 
28 171 0,7
0,125 63 21
19 21 7 0,675 2,4 0,028
24 40 16
x
æ ö- ×ç ÷
è ø=
× -æ ö- ×ç ÷
è ø
. 
s 
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III. Знайдіть: 
а) 120%  від 42,5;   в) 7 %
9
 від 45; 
б) 800% від 0,125;   г) 0,45%  від 0,5. 
IV. Знайдіть X , якщо: 
а) 3,5%  від X  дорівнюють 21; в) 33 %
7
 від X  дорівнюють 4,5; 
б) 210%  від X  дорівнюють 5,6 ; г) 1,25%  від X  дорівнюють 
375 . 
V. Знайдіть процентне відношення чисел: 
а) 1,4  та 0,7 ;  в) 0,12  та 0,38; 
б) 1
8
 та 1
3
;  г) 2
30
 та 0,75. 
VI. У бібліотеці 5000 книг. 20% книг – це підручники. Скільки 
підручників у бібліотеці? 
VII. У групі 9 арабських студентів. Арабські студенти 
складають 75% від числа студентів у групі. Скільки студентів у 
групі? 
VIII. У гуртожитку живе 400 студентів, серед яких 260 
студентів-іноземців. Скільки процентів складають іноземці? 
IX. Сума першого внеску до банку дорівнює 400 грн. 
Протягом року нараховується 3%. Знайдіть суму внеску через 2 
роки. 
Розділ 2 
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МНОЖИНИ 
 
Лексика розділу 
відрізок segment 线段 
дійсний real 实数 
доповнення до множини addition of set  集合 
елемент element 元素;部分 
елемент множини element of set  元素集 
знаходитися be 处于，在 
інтервал interval 区间 
ірраціональний irrational 无理数 
множина set 集合 
еквівалентні множини equivalent sets  等值设置(相当于集) 
нескінчена множина infinite set  无限集合 
порожня множина empty set  空集 
рівносильні множини equivalent sets  等值设置 
скінчена множина final set  有限集合 
числова множина numerical set  数字集合 
належати belong 属于 
нескінчений infinite 无穷 
об’єднання union 并集 
об’єднання множин union of sets  联集 
переріз intersection 交集 
переріз множин crossing of sets  穿越集合(交叉点集合) 
підмножина subset  子集 
порожній empty 空集 
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промінь ray 射线 
раціональний rational 有理数 
скінчений finite 有限的 
число number 数 
непарне число odd number 奇数 
парне число even number 偶数 
ціле число whole number 整数 
числова вісь numeral axis 轴 
числовий numerical 数字的 
           
2.1. Поняття множини 
Поняття множини в математиці не визначається. Наприклад,  
множина студентів у групі, множина книг у бібліотеці і так далі. 
Множину представляють як сукупність об'єктів (предметів), 
які об'єднані за загальною ознакою. 
Множина складається з елементів. Так, 1a , 2a , 3a ... – це 
елементи множини A. 
Множини позначають великими буквами латинського 
алфавіту: A, B , C  і так далі.  
Пишуть: { }1 2 3, , ...A a a a= . Читають так: "Множина A 
складається з елементів 1a , 2a , 3a  і так далі". 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо елемент 1a  належить множині A, то можна записати: 
1a AÎ . 
Порожня множина – це множина, що не містить жодного 
елемента. Порожню множину позначають символом Æ. 
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Наприклад, множиною рішень нерівності: 2 16x < -  буде Æ 
(порожня множина). 
Множини бувають скінчені та нескінчені. Наприклад, 
{ }1, 30, 35, 41B =  – це скінчена множина, { }1, 2, 3, 4,N = K  – це 
нескінчена множина. 
Множина парних чисел { }2, 4, 6 ... 2 ...K n=  або множина 
непарних чисел { }1, 3, 5 ... 2 1...A n= +  – це нескінчені множини. 
Числові множини – це множини, елементами яких є числа. 
До таких множин можна віднести: 
1. { }1, 2, 3, 4...N =  – множина натуральних чисел. 
Наприклад, 4019 NÎ ; 0 NÏ ; 32 N- Ï . 
2. { }2, 1, 0,1, 2Z = - -K K  – множина цілих чисел. 
Наприклад, 17077 Z- Î ; 0,27 ZÏ ; 1
31
ZÏ . 
Додатні числа – це числа зі знаком "+". Від’ємні  числа – 
це числа зі знаком "-". 
3. ;mQ m Z n N
n
ì ü= Î Îí ý
î þ
 – множина раціональних чисел. 
Читаємо цей запис так: "Множина Q  складається з 
елементів вигляду m
n
, таких що m  належать множині Z  (цілі 
числа), а n  належать множині N  (натуральні числа)".  
Наприклад, 0,125 ;Q- Î  7 ;QÎ  31 ;
7
Q- Î  8 ;
9
QÎ  0,57722... .QÏ  
Цілі числа, додатні та від’ємні числа, звичайні дроби, 
скінчені десяткові дроби, нескінчені періодичні дроби – це 
раціональні числа. 
4. Множина I  – множина ірраціональних чисел. Нескінчені 
неперіодичні дроби – це ірраціональні числа. 
Множини 
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Наприклад, 2 1,41421356... ;I= Î  3,1415926... ;Ip = Î  
2,71828...e I= Î . 
5. Множина R  – множина дійсних чисел. Усі раціональні та 
ірраціональні числа – це дійсні числа (рис. 2.1). 
 
Рисунок 2.1  
Дійсні числа можна показати точками на числовій осі (рис. 2.2). 
Числова вісь (або координатна пряма) – це пряма лінія, на 
якій обрано початок відліку (точка "О"), одиничний відрізок і 
напрямок. 
 
Рисунок 2.2 
Напрямок на координатній прямій зліва направо називають 
додатним. А напрямок справа наліво (тобто протилежний) 
називають від’ємним.  
Кожному дійсному числу відповідає тільки одна точка 
числової осі. 
Якщо точка N  на числовій осі відповідає числу r , тоді таке 
число називають координатою точки N  і пишуть: ( )N r . 
Наприклад, точка A  відображає число 1, тоді 1 – це 
координата точки A ; пишуть так: ( )1A ; точка B  відображає 
число ( )2- , тоді ( )2-  – це координата точкиB : ( )2B - . 
x  2-  -¥  +¥  1 0  b  a  
B  A  X  O  
x  
N  Z  
Q  
I  
R  
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Візьмемо два числа a  і b , такі, що a b< . Позначимо на 
координатній прямій відповідні точки.  
Будь-яка точка X , що лежить між a  і b , відповідає числу, 
яке задовольняє нерівності: a x b< < . 
Множина всіх чисел ,x  які задовольняють нерівності 
a x b< < , називається відкритим інтервалом ] [;a b  або ( );a b .  
Множина всіх чисел ,x  які задовольняють нерівності 
a x b£ £ , називається закритим інтервалом, або відрізком [ ];a b .  
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
[ ];a b  або a x b£ £  – це закритий інтервал (відрізок); 
] [;a b  або a x b< <  – це відкритий інтервал; 
[ [;a b  або a x b£ < , ] ];a b  або a x b< £  – це напівінтервали 
(напіввідкритий або напівзакритий інтервали). 
 
Інтервали і відрізки – це скінчені числові проміжки. 
Існують і нескінчені числові проміжки. 
Множина всіх чисел ,x  які задовольняють нерівності ,x a³  
називається числовим променем: [ [;a +¥ . 
] ]; b-¥  – це також числовий промінь, якщо x b£ . 
Числові промені – це нескінчені числові проміжки. 
Множина дійсних чисел R  позначається як відкритий 
числовий промінь ] [;-¥ +¥ .  
Знак " +¥ " читаємо: "плюс нескінченність"; знак " -¥ " 
читаємо: "мінус нескінченність". 
Геометричне зображення числових проміжків можна подати 
за допомогою числової осі (табл. 2.1). 
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Таблиця 2.1 – Числові проміжки 
Проміжок Геометричне  зображення 
Запис проміжків  
за допомогою нерівностей 
Інтервал  ] [ { }; ,a b x x R a x b= Î < <  
Відрізок  [ ] { }; ,a b x x R a x b= Î £ £  
 ] ] { }; ,a b x x R a x b= Î < £  Напіввідкритий 
(напівзакритий) 
інтервал  [ [ { }; ,a b x x R a x b= Î £ <  
 [ [ { }; ,a x x R x a+¥ = Î ³  
Промінь 
 ] ] { }; ,b x x R x b-¥ = Î £  
2.2. Дії зі множинами 
Щоб описати дії зі множинами, будемо використовувати 
рисунки 2.3 –2.6, які називають діаграмами Еклера-Венне. 
Множина B  називається підмножиною множини A , якщо 
кожний елемент множини B  є елементом множини A. Записуємо 
так: B AÌ  (рис. 2.3). 
 
Рисунок 2.3  
Наприклад, а) множина натуральних чисел N  – це 
підмножина множини цілих чисел Z . Записуємо так: N ZÌ ; 
б) відрізок [ ]1; 3-  – це підмножина відрізка [ ]4; 5- . Записуємо 
так: [ ] [ ]1; 3 4; 5- Ì - ; 
в) N Z Q RÌ Ì Ì . Множина натуральних чисел ( N ) є 
підмножиною множини цілих чисел ( Z ); множина Z  є 
підмножиною множини раціональних чисел (Q ); множина Q  – 
підмножина множини дійсних чисел ( R ). 
А В 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Об’єднання множин A  і B  – це така множина C , яка 
складається з усіх елементів даних множин. Записуємо так: 
C A B= U  (рис. 2.4). 
 
 
Рисунок 2.4  
Наприклад, а) множина дійсних чисел R  – це об’єднання 
множин раціональних чисел Q  та ірраціональних чисел I . 
Записуємо так: I Q R=U ; 
б) якщо { }2; 4; 6; 8A = , { }6; 8; 10;12B = ,  
тоді { }2; 4; 6; 8;10;12C A B= =U ; 
в) [ ] [ ] [ ]1; 7 0; 9 1; 9- = -U . 
 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Переріз (добуток) множин A і B  – це така множина P , яка 
складається зі спільних елементів даних множин: P A B= I  
(рис. 2.5). 
 
 
Рисунок 2.5  
Наприклад, а) якщо { }0;1;3A= , { }1;2;3;4B= , тоді { }1;3P A B= =I ; 
б) [ ] ] [ ] ]1;1 0; 3 0;1- =I ; 
А P В 
А 
В 
С 
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в) якщо { }1; 2; 3; 4; 6;12A =  – це множина дільників числа 12, 
{ }1; 2; 3; 6; 9;18B =  – це множина дільників числа 18, то 
множина { }1; 2; 3; 6C A B= =I  – це множина спільних 
дільників чисел 12 і 18; 
г) переріз множин раціональних чисел Q  та ірраціональних чисел 
I  – це порожня множина: Q I =I Æ. 
Множина спільних дільників чисел a і b  – це переріз 
множин дільників даних чисел 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Різниця множин A  і B  – це така множина S , яка 
складається з усіх елементів множини A , які не належать 
множині ,B  тобто \S A B=  (рис. 2.6). 
 
 
Рисунок 2.6  
Наприклад, якщо [ ]9;5 ,A= -  [ ]0;11 ,B =  тоді [ [\ 9; 0S A B= = - . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які множини ви знаєте? 
2. Які числові множини ви знаєте? 
3. Що таке порожня множина? 
4. Які інтервали ви знаєте? 
5. Що таке підмножина? 
6. Що таке переріз множин? 
7. Що таке об’єднання множин? 
8. Що таке різниця множин? 
s 
S
P В А 
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9. Які  з наданих нижче множин скінчені, а які нескінчені: 
- множина натуральних чисел; 
- множина простих чисел; 
- множина парних чисел; 
- множина молекул води в океані; 
- множина днів тижня; 
- множина студентів на підготовчому факультеті; 
- множина непарних дільників числа 21? 
10. Які записи є вірними: 31 NÎ ; 6 QÏ ; 1
3
NÏ ; ( )3, 2 QÎ ; 
6,28 NÎ ; 3013 Z- Ï ; 0 QÎ ; 7,23458... QÎ ; ( )10,7 16 ZÎ ; 
28 IÎ ; 32 I- Ï . 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 6 
I. Нехай є множини: N  – натуральних чисел; 1N  – 
натуральних чисел, які закінчуються цифрою "7"; P  – множина 
парних натуральних чисел. 
Покажіть за допомогою символу Î, яким із даних множин 
належать числа: 18; 317 ; 16- ; 128
2
- ; 228 ; 457- ; 245 ; 697 ; 324 . 
За допомогою символу Ï покажіть, яким множинам не належать 
ці числа. 
II. Напишіть п’ять перших елементів множин: 
1. { }2 ;A x x p p N= = Î ;   2. { }2 1;B x x p p N= = + Î ; 
3. { }5 ;C x x p p N= = Î . 
III. Нехай задана множина чисел: 
2
2
1 ;
4
nA x x n N
n
ì ü+= = Îí ý+î þ
. 
Визначте, чи належать множині A числа 2
5
; 17
20
; 1
7
- ; 5
6
; 2
3
- ; 50
53
; 
16
25
- ; 37
40
; 15
16
- ; 10
13
; 122
125
; 145
148
; 26
35
- ? 
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IV. Нехай множина 
2
3
7 ;
15
nA x x n N
n
ì ü+= = Îí ý+î þ
. Напишіть три 
числа, які належать множині A. 
V. Назвіть числові множини, покажіть їх на числовій осі та 
запишіть у вигляді нерівностей: 
1) ] [3; +¥ ;  2) ] [; 2- ¥ ;  3) [ ]2; 4- ; 
4) ] [3; 3- ;  5) [ ]0; 5 ;   6) ] [4; 0- ; 
7) [ [2; 4- ;   8) ] ]; 3- ¥ - ;  9) [ [0; 7 . 
VI. Назвіть найбільше ціле число, яке належить інтервалу: 
1) [ ]12; 9- - ; 2) [ [1;17- ; 3) ] ]8; 5- - ; 4) ] ]; 31- ¥ ; 5) ] [;- ¥ +¥ . 
VII. Які з цілих чисел належать до інтервалу:  
1) [ ]0; 8 ; 2) ] [3; 3- ; 3) ] [5; 3- ; 4) ] ]4; 8- ; 5) ] [4;1- . 
VIII. Нехай множина { }21; 54;153;171; 234K = . Із елементів 
множини K  складіть підмножини: 
1) чисел, які можна поділити на 7; 
2) чисел, які можна поділити на 9; 
3) чисел, які не можна поділити на 4; 
4) чисел, які не можна поділити на 5. 
IX. Знайдіть переріз множин рішень двох нерівностей: 
1) 2x > -  і 0x > ;  2) 3,7x >  і 4x £ ;  3) 5x ³  і 17
2
x < - ; 
4) 3x ³  і 2 5x< < ;  5) 2 4x- < <  і 1 7,2x£ £ . 
X. Нехай є множини: 
{ }, 20, непарне числоP x x N x x= Î < - ; 
{ }, 20, парне числоQ x x N x x= Î < - ; 
{ }, 20,   можна поділити на 3S x x N x x= Î < ; 
{ }, 20,   можна поділити на 4T x x N x x= Î < . 
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Назвіть елементи перерізу множин: ;Q TI  ;Q SI  ;P SI  
;P QI  Q S TI I . 
XI. Знайдіть об’єднання: 
1) множин M  і P , якщо { }1; 2; 5; 8; 9 ;P =  M  – множина простих 
чисел, менших від 7; 
2) P  – множина натуральних чисел, менших від 15; M  – 
множина простих чисел, менших від 15. 
XII. Множина D  – це об’єднання множини двозначних 
натуральних чисел і множини натуральних чисел від 1 до 20. Чи 
належать множині D  числа: 15; 99; 100; 5; 7? Запишіть відповідь 
за допомогою знаків Î і Ï. 
XIII. Покажіть на числовій осі об’єднання множин A  і B , 
якщо: 
1) { }3A x x= > - ; { }5B x x= < - ; 
2) { }2 0A x x= - £ £ ; { }1 4B x x= - £ £ ; 
3) { }3,5 1A x x= £ < ; { }7 412B x x= - < < . 
XIV. Найдіть об’єднання інтервалів: 
1) ] ]; 4- ¥  и [ [2;- +¥ ;   2) [ ]2; 4  и [ ]3; 6 ; 
3) ] [1; 5-  и ] [1; 7 ;    4) [ ]8; 8-  и [ ]6; 6- . 
XV. Із множини 1 2 4 2 5 7; ; ; ; ;
2 3 3 5 2 7
ì ü
í ý
î þ
 виділіть підмножину: 
правильних дробів; неправильних дробів; цілих чисел; мішаних 
чисел. 
XVI. Нехай: 1) ] [; 1A = - ¥ ; [ ]3; 6B = - ; 
2) [ ]2; 5A = ; ] [3; 5B = ; 
3) ] ]; 3A = -¥ ; ] [1;14B = - . 
Знайдіть: \A B . 
Алгебраїчні вирази та дії з ними 
 55 
 
АЛГЕБРАЇЧНІ ВИРАЗИ ТА ДІЇ З НИМИ 
 
Лексика розділу 
2A  A square A的平方 
3A  A cube A的立方 
алгебраїчний дріб algebraic fraction 不等于零 
вигляд view 形式 
виділити повний квадрат separate complete square 完全一元二次
方程的分解 
виносити спільний 
множник за дужки 
put common factor outside 
the brackets 
把因子从括号
里解出 
групувати group 分组;组合 
добути корінь extract root 数字的根 
довести, що… prove that… 证明 
дробовий вираз fractional expression 代数分数 
застосовувати use 使用;运用 
звільнитися від 
ірраціональності 
get rid of irrationality 完全一元二次
方程的分解 
існувати exist 根 
квадрат square 平方 
корінь root A的平方根 
корінь з числа root of number 二元的 
корінь квадратний з A square root out of A A的立方根 
корінь кубічний з A cube root out of A 转化 
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куб cube 立方 
метод method 方法;顺序 
многочлен polynomial 多项式 
називається is called 余数 
не дорівнює нулю unequal to zero 指出 
область визначення domain of definition 分数的公式 
одночлен monomial 单项式 
основа base 底数 
остача remainder 定义域 
перетворення transformation 开方 
підносити до степеня raise to power 求..... 
подібні члени similar terms 相似的部分 
позначити designate 存在 
показник index, exponent 指数 
розкладання многочлена 
на множники 
decomposition of  
polynomial into factors 
在多项式里分
解因子 
розкласти decompose 分解 
спряжені conjugate 去掉不合理的 
старший of  highest power  最大的 
степінь power 幂;乘方 
теорема Безу Bezu theorem  贝祖定理 
у степені n  of n  power  N 次方 
формули скороченого 
множення 
formula of abbreviated 
multiplication 
最简公式 
           
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3.1. Степінь. Дії зі степенями 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Степінь ( na ) – це добуток n  однакових співмножників. 
 разів
... це степіньn
n
a a a a= × × × -14243 , 
де a  – це основа степеня (дійсне число); 
n  – це показник степеня (натуральне число). 
Ця дія називається "піднесення до степеня". 
 
Читаємо так: na  – "a " у степені "n " або "a " у енному степені; 
45  – п’ять у степені чотири або п'ять у четвертому степені; 
76  – шість у степені сім або шість у сьомому степені; 
1003  – три у степені сто або три у сотому степені; 
27  – сім у другому степені або сім у квадраті; 
38  – вісім у третьому степені або вісім у кубі. 
Таблиця 3.1 – Дії зі степенями 
Дії Позначення Приклади 
Добуток степенів з однаковими 
основами 
m n m na a a +× =  7 7 1 85 5 5 5+× = =  
Щоб помножити степені з однаковими основами, треба основу 
написати без змін, а показники додати. 
Частка степенів з однаковими 
основами 
m
m n
n
a a
a
-=  
3
3 2
2
2
2 2
2
-= =  
Щоб поділити степені з однаковими основами, треба основу 
написати без змін, а показники відняти. 
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Продовження таблиці 3.1 
Дії Позначення Приклади 
Піднесення степеня до 
степеня 
( )nm m na a ×=  ( )
42 85 5=  
Щоб піднести степінь до степеня, треба основу написати без 
змін, а показники помножити. 
Піднесення до 
нульового степеня 
0 1a =  01
1
2
=æ öç ÷
è ø
 
Степінь числа a  з нульовим показником дорівнює одиниці, якщо 
0a ¹ .  
Піднесення до 
від’ємного степеня 
1n
na a
- =  1 110 0,1
10
- = =  
Будь-яке число a  у степені з від’ємним показником є дріб, якщо 
0a ¹ . 
Піднесення добутку до 
степеня ( )
n n na b a b× = ×  
( )33 3 320 5 4 5 4
125 64 8000
= × = × =
= × =
 
Степінь добутку дорівнює добутку степенів множників. 
Піднесення частки до 
степеня 
n n
n
a a
b b
æ ö =ç ÷
è ø
 
2 22 3 9
3 2 4
-
= =æ ö æ öç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
Степінь частки (дробу) дорівнює дробу, у якого чисельник і 
знаменник піднесені до даного степеня. 
 
Наведемо декілька важливих зауважень. 
1. Будь-яка степінь додатного числа є додатне число.  
Наприклад, 410 10000= ; 
22 4
3 9
æ ö =ç ÷
è ø
. 
2. Парна степінь від’ємного числа є додатне число.  
Наприклад, ( )42 16- = ; ( )21 1n- = . 
3. Непарна степінь від’ємного числа є від’ємне число.  
Наприклад, ( )33 27- = - ; ( )2 11 1n-- = - . 
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Розглянемо декілька прикладів. 
Приклад 1. Виконайте дії: 
3 3 3
2 41 1 12 2 : :
2 2 2
A
- -
- æ ö æ ö æ ö= × ×ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
. 
Розв’язання. Щоб знайти відповідь, запишемо всі члени виразу A  як 
степені з однаковою основою: 2 3 4 3 3 2 3 4 3 3 52 2 2 : 2 : 2 2 2 32A - - - + + + -= × × = = =  
Відповідь. 32A = . 
Приклад 2. Виконайте  дії: 
( )
2 5
01
16 4 0,25
2 128 0,5
A
-
-
× ×
=
× ×
. 
Розв’язання. 
( ) ( )2 54 2 2 8 10 2 1 7 8 10 2 1 7 10
1 7
2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
2 2 1
A
- -
- - - - - + - -
-
× ×
= = × × × × = =
× ×
. 
Відповідь. 102A -= . 
3.2. Алгебраїчні вирази 
Алгебраїчний вираз – це вираз, який складається з чисел, 
змінних і математичних знаків. Вираз може містити дужки, 
раціональний степінь змінної (з цілим або дробовим показником), 
знак модуля. 
Наприклад, алгебраїчні вирази – це: ;
4
pm n+ -  
44 2 1;
1
a a
a
+ +
-
 
( )2 23 2 ;a b ab a b- -  
31 1 ;
3
c
a b
æ ö+ -ç ÷
è ø
 3 4 ;a b-  ( )43 8 ;y-  
2 2
3 3x y- . 
Область допустимих значень (ОДЗ) алгебраїчного виразу – 
це такі значення змінних, за яких цей вираз має сенс. 
Приклад 3. Знайти ОДЗ алгебраїчного виразу: 4x - . 
Розв’язання. Якщо 4x < , то вираз 4x -  не має сенсу. 
Відповідь. ОДЗ: 4x > .  
Приклад 4. Знайти ОДЗ виразу: 
2
2
49
36
x
x
-
-
. 
Розв’язання. 2 36 0 6x x- ¹ Þ ¹ ± . Це означає, що якщо 6x = ± , то вираз 
2
2
49
36
x
x
-
-
 не має сенсу. 
Відповідь. ОДЗ: 6x ¹ ± .  
Розділ 3 
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Рисунок 3.1 
Розглянемо рисунок 3.1 детальніше та надамо 
характеристику кожному компоненту рисунка. 
Алгебраїчні вирази можуть бути раціональними та 
ірраціональними.  
Раціональний вираз – це вираз, в якому є дії додавання, 
віднімання, множення, ділення, піднесення до степеня (показник 
степеня має бути натуральним числом).  
Наприклад, 
2
2
6
1
a
b +
; 5b ; 3
4
1
y
y -
 – це раціональні вирази. 
Раціональні вирази можуть бути цілими і дробовими. 
Цілий раціональний вираз не містить ділення на буквений 
вираз. Наприклад, 2 2 333 0,2
4
a a b b+ - + ; 8 57b m  – це цілі 
раціональні вирази. 
Цілі раціональні вирази поділяються на одночлени та 
многочлени. 
Одночлен – це добуток числового коефіцієнту на 
натуральний степінь змінних.  
Алгебраїчні вирази 
Раціональні вирази Ірраціональні вирази 
Цілі 
Алгебраїчні 
дроби 
Дробові 
Одночлени Многочлени 
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Наприклад, 3b- ; 2 3 48a b c ; 7
13
mn  – це одночлени, де 3- ; 8 ; 
7
13
 – це числові коефіцієнти; b ; 2 3 4a b c ; mn  – це буквені вирази. 
Степінь одночлена – це сума показників степенів змінних, 
що входять до одночлена.  
Наприклад, одночлен 3 23a b c  – це одночлен шостого степеня 
( )3 2 1 6 ;+ + =  одночлен 35ax  – це одночлен четвертого степеня 
( )1 3 4 ;+ =  7 – це одночлен нульового степеня. 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Одночлен має стандартний вигляд, якщо числовий 
коефіцієнт знаходиться на першому місці (попереду буквеного 
виразу), а невідомі множники даються в алфавітному порядку. 
Одночлени називаються подібними, якщо вони мають 
однакові буквені вирази. Звести подібні одночлени (члени) – це 
означає знайти їх суму або різницю. 
 
Наприклад, 3 27a b ; 3 20,3a b ; 3 224a b-  – це подібні одночлени. 
Приклад 5. Звести подібні члени: 2 2 2 24 3 8 5 2 .x xy a xy a x yz- + + - - -  
Розв’язання. 2 2 0x x- = ; 4 8 4xy xy xy- + = ; 2 2 23 5 2a a a- = - . 
Відповідь. 24 2 2 .xy a yz- -  
Многочлен – це алгебраїчна сума одночленів (їх сума або 
різниця).  
Наприклад, 25 3a ab c- +  – це многочлен. 
Степінь многочлена – це степінь його старшого члену.  
Наприклад, многочлен 4 38 3 5x x x- - -  – це многочлен 
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четвертого степеня; многочлен 3 2 32 7 6x y xy xy+ - +  – це 
многочлен п'ятого степеня. 
Дробовий раціональний вираз містить ділення на вираз зі 
змінними. Дробовий раціональний вираз називають алгебраїчним 
дробом.  
Наприклад, 
3 28 5
1
a b
a
+
-
; 
35
3
5 7 8c n
a b c
æ ö
- +ç ÷
è ø
 – це алгебраїчні дроби. 
Використовують й інше визначення алгебраїчного дробу. 
Вираз вигляду ( )
( )
P x
Q x
, де ( )P x  і ( )Q x  – це многочлени або 
одночлени, називають алгебраїчним дробом. 
Область допустимих значень (ОДЗ) алгебраїчного дробу 
це множина значень змінної, за яких її знаменник не дорівнює 
нулю ( ( ) 0Q x ¹ ). 
Алгебраїчний дріб дорівнює нулю, якщо його чисельник 
дорівнює нулю, тобто ( ) 0P x = . 
Ірраціональний алгебраїчний вираз – це такий алгебраїчний 
вираз, в якому є піднесення змінних до дробового степеня. 
Наприклад, 2 3x y+ ; 
4 4
3 3a b-  – це ірраціональні вирази. 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Алгебраїчні вирази можуть бути раціональними та 
ірраціональними. Раціональні вирази поділяються на цілі та 
дробові. Цілі раціональні вирази складаються з одночленів и 
многочленів. А дробові раціональні вирази містять в собі 
алгебраїчні дроби. 
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3.3. Многочлен n-го степеня та деякі приклади для 
0;1; 2n = . 
Якщо многочлен n -го степеня являє собою алгебраїчну суму 
одночленів за степенями від вищого до нижчого, то його зручно 
записувати у такому вигляді: 
( ) 1 20 1 2 1...n n nn n nP x a x a x a x a x a- - -= + + + + + , у якому 0 0a ¹ ; 
0 1 2 1, , , ..., ,n na a a a a-  – коефіцієнти многочлена n -го степеня; 
0
na x  – старший член многочлена; 
0a  – коефіцієнт старшого члену; 
na  – вільний член многочлена; 
n  – степінь многочлена (це степінь старшого члену). 
Наприклад, а) 5  – це многочлен нульового степеня; 
б) 12x +  – це многочлен першого степеня, де x  – це старший 
член, коефіцієнт старшого члену дорівнює одиниці; 12 – це 
вільний член многочлена; 
в) 2 3 9x x+ -  – це многочлен другого степеня (квадратний 
тричлен), де 2x  – це старший член, коефіцієнт старшого члену 
дорівнює одиниці; 9 – це вільний член многочлена; 
г) 7 56 3 4 3x x x- + +  – це многочлен сьомого степеня, де 76x  – це 
старший член; 6 – коефіцієнт старшого члену; 3 – це вільний 
член многочлена. 
Число a  називають коренем многочлена ( ),P x  якщо 
( ) 0,P a =  тобто a  є коренем рівняння ( ) 0P x = . 
Наприклад, 2x =  – це корінь многочлена 
( ) 3 23 2P x x x x= - - -  , тому що ( ) 3 23 2 2 2 2 2 0P = - - - = . 
Дії з многочленами розглянуто в таблиці 3.2. 
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Таблиця 3.2 – Дії з многочленами 
Дії Приклади 
Додавання 
многочленів 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 0x ax a x ax a x ax a x ax a+ - + - - + = + - - - + =  
Перед дужками є знак "+", тому якщо ми відкриваємо дужки, 
знаки членів у дужках не змінюються. 
Віднімання 
многочленів 
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 25 7 5 7 2x xy x xy y x xy x xy y x y- - - - = - - + + = - +  
Перед дужками є знак "–", тому якщо ми відкриваємо дужки, 
знаки членів у дужках змінюються на протилежні 
Множення 
многочленів 
( ) ( )2 2 4 2 2 4 22 8 2 2 8 4 16 2 4 16a a a a a a a- × + = - + - = - -  
Кожний член першого многочлена помножимо на кожний 
член другого многочлена. 
Ділення 
многочленів ( )
4 2 2 3
4 2 2 3 2 2 2
2 2
6 3,61) 6 3,6 : 2 3 1,8 ;
2 2
a b a ba b a b a b a b b
a b a b
- = - = -  
2)  3 25 14 12 8x x x+ + +  2x +  
  3 25 10x x+  25 4 4x x+ +  
  24 12 8x x+ +   
  24 8x x+   
  4 8x +   
  4 8x +   
 0   
3) ( ) ( )4 5 25 3 3 1 : 1 .x x x x x- + - + -  Запишемо члени 
многочленів у порядку зниження степенів: 
 5 43 5 3 1x x x- + + -  2 1x x- + +  
 5 4 33 3 3x x x- + +  3 23 2 1x x x- + -  
   4 32 3 3 1x x x- + -  
   4 3 22 2 2x x x- -  
   3 22 3 1x x x- + + -  
   3 2x x x- + +   
   2 2 1x x+ -  
   2 1x x- -  
  3x  
3 23 2 1x x x- + -  – це частка; 3x  – це остача. 
Результат ділення можна записати так: 
( ) ( )4 5 2 3 2 2 35 3 3 1 : 1 3 2 1 1
xx x x x x x x x
x x
- + - + - = - + - +
- + +
. 
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3.4. Формули скороченого множення 
1. Квадрат суми: ( )2 2 22a b a ab b+ = + + ; 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
22 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 2
2
2 2 2 2 2 2
2 .
a b c a b c a b a b c c
a ab b ac bc c a b c ab ac bc
a b c ab ac bc
+ + = + + = + + + × + =é ùë û
= + + + + + = + + + + + =
= + + + + +
 
2. Квадрат різниці: ( )2 2 22a b a ab b- = - + ; 
( )2 2 2 2 2 2 2a b c a b c ab ac bc- - = + + - - +  
3. Різниця квадратів: ( )( )2 2a b a b a b- = + - . 
4. Куб суми:  
( ) ( )3 3 2 2 3 3 33 3 3a b a a b ab b a b ab a b+ = + + + = + + + . 
5. Куб різниці: 
( ) ( )3 3 2 2 3 3 33 3 3a b a a b ab b a b ab a b- = - + - = - - - . 
6. Сума кубів: ( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + - + . 
7. Різниця кубів: ( )( )3 3 2 2a b a b a ab b- = - + + . 
8. Узагальнені формули різниці та суми степенів: 
( )( )1 2 3 2 2 1...n n n n n n na b a b a a b a b ab b- - - - -- = - + + + + + . 
( )( )1 2 3 2 2 1...n n n n n n na b a b a a b a b ab b- - - - -+ = + - + - - + . 
Наприклад, ( )( )6 6 5 4 3 2 2 3 4 5x y x y x x y x y x y xy y- = - + + + + + . 
9. Біном Ньютона: 
( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )
1 2 2 3 31 1 2
1 2 1 2 3
1 2 1
1 2 3
n n n n n
n k k n
n n n n n
a b a na b a b a b
n n n n k
a b b
k
- - -
-
- - -
+ = + + + +
× × ×
- - - +
+ + + +
× × × ×
K
K K
K
. 
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Наприклад, ( )6 6 5 4 2 3 3 2 46 5 6 5 4 6 5 4 36
1 2 1 2 3 1 2 3 4
a b a a b a b a b a b× × × × × ×+ = + + + + +
× × × × × ×
 
5 6 6 5 4 2 3 3 2 4 5 66 5 4 3 2 6 15 20 15 6
1 2 3 4 5
ab b a a b a b a b a b ab b× × × ×+ + = + + + + + +
× × × ×
. 
3.5. Розкладання многочленів на множники 
Розкласти многочлен на множники – це означає записати 
його як добуток многочленів і одночленів. 
Існує декілька способів розкладання многочленів на  
множники.  
1. Винесення спільного множника за дужки 
Наприклад, 5 6 4 3 3 2 3 2 5 3 312 9 3 3 4 3 3a b a bc a b c a b a b a b ac- + = × - × +  
( )3 3 2 5 33 3 4 3 .a b bc a b a b ac bc+ × = × - +  
2. Групування членів 
Наприклад, ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21) x y z x y x yz x y y x z x yz- + - = + - + =  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 ;xy x y z x y x y xy z= × + - × + = + × -  
( ) ( )2 2 2 2 2 22) 7 12 3 4 12 3 4 12a ab b a ab ab b a ab ab b- + = - - + = - - - =  
( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 3 4 .a a b b a b a b a b= × - - × - = - × -  
3. Застосування формул скороченого множення 
Наприклад, ( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 2 21) 27 125 3 5 3 5 9 15 25 ;a b a b a b a ab b+ = + = + × - +   
( ) ( )2 2 2 22) 2 2 2 1 2 2 2 1m n mn m n m n mn m n+ + + + + = + + + + + =  
( ) ( ) ( ) ( )22 22 1 1 1 ;m n m n m n m n= + + + + = + + = + +é ùë û  
( )4 4 4 4 2 2 2 2 4 2 2 4 2 23) 4 4 4 4 4 4 4x y x y x y x y x x y y x y+ = + + - = + + - =  
( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 .x y xy x y xy x y xy= + - = + + + -  
4. Розкладання квадратного тричлена на лінійні множники 
(якщо відомі його корені): ( )( )2 1 2ax bx c a x x x x+ + = - -  
Наприклад, ( )( )22 6 8 2 1 4x x x x- - = + - , тому що 22 6 8 0x x- - = Þ  
1 21; 4x xÞ = - =  – це корені многочлена. 
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3.6. Теорема Безу. Застосування теореми Безу для 
розкладання многочленів на множники 
Нехай ( )P x  – це многочлен n -го степеня: 
( ) 10 1 ...n n nP x a x a x a-= + + + ,  0 0;a b R¹ Î . 
Поділимо ( )P x  на ( ),x b-  одержимо: ( ) ( ) ( )P x x b x rj= - × + , 
де ( )xj  – це частка від ділення ( )P x  на ( )x b- ; r  – остача. 
Степінь змінної остачі завжди менша за степінь змінної дільника. 
Приклад 6. Поділити 4 22 5x x+ -  на 2 2 2x x+ + . 
 4 22 5x x+ -  2 2 2x x+ +  
 4 3 22 2x x x+ +  2 2 4x x- +  
   32 5x- -  
   3 22 4 4x x x- - -  
   24 4 5x x+ -  
   24 8 8x x+ -  
Розв'язання. 
  4 13x- -   
Отже, 
4 2
2 2
2 2 2
2 5 4 13 4 13
2 4 2 4
2 2 2 2 2 2
x x x x
x x x x
x x x x x x
+ - - - +
= - + + = - + -
+ + + + + +
, 
де 2 2 4x x- +  – це ціла частина многочлена; ( )4 13x- -  – це остача. 
Відповідь. 2
2
4 13
2 4
2 2
x
x x
x x
+
- + -
+ +
. 
Теорема Безу. Остача від ділення многочлена ( )P x  на 
( )x b-  дорівнює ( )P b . 
Приклад 7. Знайти остачу від ділення ( ) ( )4 35 3 6 : 3x x x x+ - + + . 
Розв'язання. Підставимо 3x = -  у многочлен 4 35 3 6x x x+ - + :  
( ) ( ) ( )4 33 5 3 3 3 6 39r = - + × - - - + = - ; ( )3 39r P= - = - . 
Відповідь. 39r = - . 
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Наслідки теореми Безу: 
1. Якщо многочлен ( )P x  можна поділити на ( )x a-  без остачі, 
то a  – це корінь многочлена. 
2. Якщо a  – це корінь многочлена ( )P x , то многочлен можна 
поділити на ( )x a-  без остачі. 
Приклад 8. За якого значення " a " остача від ділення многочлена 
4 26 6x x ax+ + +  на 2x +  буде дорівнювати до нуля? 
Розв'язання.  За теоремою Безу остача буде такою: 
( ) ( ) ( ) ( )4 22 2 6 2 2 6 16 24 2 6
46 2 46 2 0; 23
r P a a
a a a
= - = - + × - + × - + = + - + =
= - Þ - = =
 
Відповідь. Остача від ділення дорівнює нулю, якщо 23a = . 
3. Якщо ( )P x  – многочлен із цілими коефіцієнтами, то будь-
який цілий корінь многочлена ( )P x  є дільником його вільного 
члена na . 
Приклад 9. Розкласти на множники многочлен 3 25 7 3x x x- + - . 
Розв'язання. Знайдемо дільники вільного члена: це числа 1 і 3. 1 1x =  і 
2 3x =  перетворюють многочлен до нуля, тому 1 1x =  і 2 3x =  це корені 
многочлена і многочлен ділиться без остачі на ( )1x -  і на ( )3x - . 
Виконаємо кутом ділення многочлена 3 25 7 3x x x- + -  на ( )1x - : 
 3 25 7 3x x x- + -  1x -  
 3 2x x-  2 4 3x x- +  
   24 7x x- +  
   24 4x x- +  
   3 3x -  
   3 3x -  
  0   
Одержимо: ( )( )3 2 25 7 3 1 4 3x x x x x x- + - = - - + =   
( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 3 1 1 1 3x x x x x x x= - - × - × - = - - -é ùë û  
Відповідь. ( )( )( )1 1 3x x x- - - . 
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3.7. Тотожні перетворення алгебраїчних дробів 
Алгебраїчні дроби можна додавати, віднімати, множити, 
ділити, приводити до спільного знаменника, скорочувати, 
підносити до степеня – виконувати тотожні перетворення. 
Розглянемо деякі приклади. 
I. Спростіть вирази, застосовуючи основну властивість 
дробу (чисельник і знаменник можна поділити чи помножити на 
одне й те саме число, що не дорівнює нулю). 
1. 
11 12
12 344
2 1 2 1 8 212
3 6 3 6
xx x
x x x
æ ö× ++ ç ÷ +è ø= =
-æ ö- × -ç ÷
è ø
; 
2. 
22
2
3
3 3
11 15 11 3 15 1555
1 1 1 1 515
15 3 15 3
x xx x x x
x xx x x x
æ ö× + ++ + ç ÷ + +è ø= =
+æ ö+ × +ç ÷
è ø
; 
3. 
2
2
7 21
7 21 37
49 749 7 7
7
x x
x x xx
x xyx xy y
x
+
+ +
= =
-- -
; 0; 7x y¹ ¹ . 
II. Скоротіть дроби. 
1. 
( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )
( )
4 2 2 2
3 2
4 1 4 1 1 2 1
32 6 2 1 3
x x x x
x xx x x x x x
- - + +
= =
-- - - -
; 
2. 
( )
( )( )
( )
2 2
2 2 2
x y x yx y x y
x y x y
- +- -
= =
+ +
; 
3. ( )
( )
( )
( )( )22 2 2
3 2 3 23 6 3
4 2 2 22
a b a ba b
a b a b a b a ba b
- --
= = =
- - + +-
; 
4. ( )( )
( ) ( )
( )
26 367 6 6
210 9 8 8 28 2 3
2 516 16 1 8 2 1516 16 2 5 3 5
8 8 8 8 57 8 19 3 198 8 8 1 2 19
×- × ×- × ×
= = = = =
- + × × ×- + ×
. 
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III. Зведіть дроби до спільного знаменника. 
1. 2
4 3
a
a-
; 3
4 3
a
a
-
+
. 
Спільний знаменник даних дробів – це: ( )( )4 3 4 3a a- + . 
( )
( )( )
( )
2
2 4 3 2 4 32
4 3 4 3 4 3 16 9
a a a aa
a a a a
+ +
= =
- - + -
; 
( )( )
( )( )
( )( )
2
3 4 3 3 4 33
4 3 4 3 4 3 16 9
a a a aa
a a a a
- - - --
= =
+ + - -
. 
2. 
( )2 2
1
9 4a a b-
; 4 3
5
36 72
n
a a b-
; 3 2
3
20 40
m
a a b+
. 
Для того щоб знайти спільний знаменник, розкладемо 
знаменники цих дробів на множники: 
( ) ( )( )2 29 4 9 2 2a a b a a b a b- = - + ; 
( )4 3 336 72 36 2a a b a a b- = - ; 
( )3 2 220 40 20 2a a b a a b+ = + . 
Найменше спільне кратне чисел 9; 36; 20  – це число 180 . 
Ось чому спільний знаменник даних дробів – це: 
( )( )3180 2 2a a b a b- + . Додаткові множники для цих дробів: 
220a ; ( )5 2a b+ ; ( )9 2a a b- . 
( ) ( )( ) ( )( )
220 2
2 32 2
1 1 20
9 2 2 20 180 2 29 4
a
a
a a b a b a a a b a ba a b
= =
- + × - +-
; 
( )
( ) ( )
( )
( )( )
5 2
4 3 3 3
25 25 5
36 72 36 2 5 2 180 2 2
a b
n a bn n
a a b a a b a b a a b a b
+
+
= =
- - × + - +
; 
( )
( ) ( )
( )
( )( )
9 2
3 2 2 3
27 23 3
20 40 20 2 9 2 180 2 2
a a b
am a bm m
a a b a a b a a b a a b a b
-
-
= =
+ + × - - +
. 
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3. 2 28 8
x
x y-
; 22 2
x
x xy-
; 3 2 3 212 12
y
x y y x+
. 
Для того щоб знайти спільний знаменник, розкладемо 
знаменники цих дробів на множники: 
( )( )2 28 8 8x y x y x y- = - + ; 
( )22 2 2x xy x x y- = - ; 
( )3 2 3 2 2 212 12 12x y y x x y x y+ = + . 
Спільний знаменник даних дробів – це: ( )( )2 224x y x y x y- + . 
Додаткові множники для цих дробів: 2 23x y ; ( )212xy x y+ ; ( )2 x y- . 
( )( ) ( )( )
2 2 3 2
2 2 2 2 2 2
3 3
8 8 8 3 24
x x x y x y
x y x y x y x y x y x y x y
×
= =
- - + × - +
; 
( )
( ) ( )
( )
( )( )
2 2 2
2 2 2 2
12 12
2 2 2 12 24
x xy x y x y x yx
x xy x x y xy x y x y x y x y
× + +
= =
- - × + - +
; 
( )
( ) ( )
( )
( )( )3 2 3 2 2 2 2 2
2 2
12 12 12 2 24
y x y y x yy
x y y x x y x y x y x y x y x y
× - -
= =
+ + × - - +
. 
IV. Виконайте дії (додавання, віднімання, множення і 
ділення алгебраїчних дробів). 
Для того щоб виконати ці дії, треба звести алгебраїчні дроби 
до спільного знаменника і зробити перетворення. 
( ) ( )1 1
2 2 2
5 1 4 1 25 4 2 5 5 4 4 21.
1 1 1 1 1
x x x x x x
x x x x x
+ - × + - × - + + - + +
- + = = =
- + - - -
 2
11;
1
x
x
+
=
-
 
( )( )
( ) ( )( )
3 3 3
2 2 2
1 3 1 32.
3 9 3 3 3
b a b a bb a
a b a b
b b ab b a b b b a b a b a
+ - -
- - = - - =
+ - + - +
 
( )( ) ( )
( )( ) ( )( )
2 2 2 2 23 3 3 3 9 3 9
3 3 3 3
b a b a a b a b b a ab a b
b b a b a b b a b a
+ - - × - - - - + -
= = =
+ - + -
 
( )( ) ( ) 2 22 2
3 3 3 ;
3 3 99
ab ab a
b b a b a a bb b a
- -
= = =
+ - --
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3. ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2
2 2 22 2 2 2
3 2 3 2 6
2 2
x x y y y x x y x y xy
x xy y x xy y x y x y x y
- - - × -
× = = -
- + + + - + +
; 
4. ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( )
( )
2 22 2 2
2 2 32
15 3
:
155 5 5
m nm n m n m m m n
mm m n m m n m n m n m n
-- - × -
= =
+ + × - + +
; 
5. ( ) ( )1 1: :
1 1 1 1
a ab b a a ab ab ab a ab aa a
ab ab ab ab
- + - - + -- -æ ö æ ö+ + = =ç ÷ ç ÷- - - -è ø è ø
 
2 2 2 2
: :
1 1 1 1
a a b b a a a b ab a b a b ab a b
ab ab ab ab
- + - - + - - -
= = =
- - - -
 
( )
( )
( )( )( )
( ) ( )
21 1 1 11 1
1 1 1 1
b a b a a abab a
ab ab a ab ab a a
- - + -- +
= × = =
- - - × × -
. 
V. Виконайте тотожні перетворення алгебраїчних дробів. 
1. 
2 2
2 2
2 1a x aA
x a a x a x
-æ ö= + ×ç ÷- - +è ø
. 
Виконаємо додавання у дужках, для чого розкладемо на 
множники знаменник першого дробу: ( )( )2 2x a x a x a- = - + . 
Знаменник другого дробу запишемо так: ( )a x x a- = - - .  
Одержимо: ( )( )x a x a- - +  – це спільний знаменник; 
1-  – це додатковий множник першого дробу; 
x a+  – це додатковий множник другого дробу. 
( )( ) ( )( )
1
2 2
2 1 2 1
x a
a a x a x a
x a a x x a x a x a x a x a
+-
- + + -
+ = = = -
- - - - + - - + +
. 
Дріб 
2 2x a
a x
-
+
 скоротимо на ( )a x+ : ( )( )x a x a x a
a x
- +
= -
+
. 
Виконаємо множення: ( )1 x a a xx a
x a x a a x
- -
- × - = - =
+ + +
. 
Одержимо результат: a xA
a x
-
=
+
. 
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2. 
12
2 2
2 31
2 2 2 3
a a aA
ax x a a ax x a
-
æ öæ ö+
= - +ç ÷ç ÷- + - - +è øè ø
 
Виконаємо перетворення: 
( ) ( ) ( )
( )
1
32 1
2 1 2 1 3
a aaA
x a x a a x a a
-
æ ö+æ ö
= - + =ç ÷ç ÷ç ÷- + - + +è øè ø
 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 21
2 1 2 2 2
a aa
x a x a a x x a x a x
- -
æ ö æ ö
= - + = - =ç ÷ ç ÷
- + - - -è ø è ø
 
( )
1 12 1
2
a x x
x a x x
- -æ ö- æ ö= = =ç ÷ ç ÷- è øè ø
. Одержимо результат: A x= . 
3. 
2 2
2 2
3 31 1
m n m m nnA
m n
n m
+
- -
= ×
+-
. 
Перетворимо чисельник і знаменник першого дробу: 
2 2 2 2m n m n mnm
n n
+ + -
- = ; 1 1 m n
n m m n
-
- =
×
; 
ось чому 
( )
( )
( )
2 2
2 2 2 2
1 1
m n m m n mn mn m m mn nn
m n n m n
n m
+
- + - - +
= =
- --
. 
Помножимо перший дріб на другий: 
( ) ( )( )( )
( )( )( )
2 2 2 22 2
3 3 2 2
m m mn n m m mn n m n m nm n m
m n m n m n m n m mn n
- + - + - +-
× = =
- + - + - +
. 
Одержимо результат: A m= . 
4. 
2
2 2
5 7 3 7:
81 18 81 9 9
x x x xA
x x x x x
+ + + +æ ö æ ö= + +ç ÷ ç ÷- - + - +è ø è ø
. 
Виконуємо дії послідовно. Спочатку – додавання у перших 
дужках, для чого приводимо дроби до спільного знаменника. 
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( )( ) ( )
( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
22 2
2 2
2 2
222
2 2 2
5 7 5 7
81 18 81 9 9 9
9 5 9 7 5 9 45 7 9 63
9 9 9 9
2 6 9 2 32 12 18 .
9 9 9 9 9 9
x x x x
x x x x x x
x x x x x x x x x x
x x x x
x x xx x
x x x x x x
+ + + +
+ = + =
- - + - + -
- + + + + + - - + + + +
= = =
- × + - × +
+ + ++ +
= = =
- × + - × + - × +  
Потім поділимо результат на другий дріб. 
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
2 2 22
2 2 2
2 3 2 3 93 2:
9 99 9 9 9 3
x x xx
x xx x x x x
+ + × -+æ ö = =ç ÷- +- × + - × + +è ø
. 
Тепер виконаємо додавання. 
2 7 2 7 9 1
9 9 9 9
x x x
x x x x
+ + + +
+ = = =
+ + + +
. Одержимо результат: 1A = . 
5. ( )
22 2 4
2 2 2 4
4x y xyx xA
x y x xy x y y
-é ù+ -æ ö
= - ×ê úç ÷- - -ê úè øë û
. 
Виконуємо дії послідовно: 1) ( )
2 2
2
x yx
x y x
-
-æ ö
=ç ÷-è ø
; 
2) ( )
( ) ( )
( )
( )
2 22 2 2 2
2
4 2 4 2x y xy x yx xy y xy x xy y x y
x xy x x y x x y x x y x
+ - -+ + - - + -
= = = =
- - - -
; 
3) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2
2 2 2
2x y x y x x yx y x xy y x xy
x x x x
- - - -- - + - +
- = = =  
( )2
2 2 ;
y y xy xy
x x
--
= =  
4) ( ) ( )
( )
2 22 44
2 2 2 4 4 2 2 2
;
y y x y y x xx
x x y y x y x y
- - ×æ ö
× =ç ÷ - -è ø
 тому що ( ) ( )2 2y x x y- = - , 
тоді після скорочення одержимо: 
( ) ( )
( )( )
2 2
2 2
y x x y x y
x y x y x y x y
- - -
= =
- - + +
. Одержимо результат: 
x yA
x y
-
=
+
. 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке степінь? 
2. Які дії зі степенями ви знаєте? Сформулюйте правила. 
3. Що таке алгебраїчний вираз? 
4. Що таке область допустимих значень виразу? 
5. Які алгебраїчні вирази ви знаєте? 
6. Що таке подібні члени? 
7. Що означає звести подібні члени? 
8. Які формули скороченого множення ви знаєте? 
9. Що означає розкласти многочлен на множники? 
10. Назвіть способи розкладання многочленів на множники . 
11. Сформулюйте теорему Безу та її наслідки. 
12. Що таке алгебраїчний дріб? 
13. Які дії можна виконувати з алгебраїчними дробами? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 7 
I. Виконайте дії. 
а) 2 4 21 1
3 2
m n n ma b c a b c+ × × × ;  б) 2 1 10 4 1 24 3: 2
5 5
k ka b c a b c+ -æ ö × ×ç ÷
è ø
; 
в) 3 3 21,8 1,2a b a b× ;   г) 
2
2 5 33 2
2
-
æ ö× × ç ÷
è ø
; 
д) ( ) ( )5 316 1: 2 2- × × ;   є) 
2 3 34 3 2:
3 4 3
- -é ùæ ö æ ö æ ö× -ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê úë û
; 
ж) 
2
2 3 411
2
a b cæ ö- -ç ÷
è ø
;   з) 2 3 29,5 0,95k nx y z x y z-× × × × × ; 
і) 
3 22 2
3
3 2
2 3
a b
b a
æ ö æ ö
×ç ÷ ç ÷
è ø è ø
;  к) 
4 2 0
3 33 1 12 : 12 3
4 2 5
-
- -
é ù é ùæ ö æ ö æ ö+ × - - ×ê ú ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê ú ê úë û ë û
; 
s 
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II. Запишіть дроби у вигляді чисел (виразів) із від’ємними 
показниками степеня. 
а) 1
4
; б) 1
8
; в) 1
125
; г) 81
16
; д) 0,1; є) 0,0001; ж) 0,5 ; з) 1
x
; і) 2
9
x
; 
к) 3
8
x
; л) 17
4x -
; м) 
( )4
1
3 1x× +
; н) 
( )4
6
2 9x x× +
. 
III. Знайдіть, за яких значень змінних мають сенс вирази: 
а) 8
9x
; б) 13
8x -
; в) 1
9
x + ; г) 2
7
x
x -
; д) 
( )
3
6
a
a a
+
× -
; є) 1 1
1 4x x
+
+ -
; 
ж) 2
3
9
x
x -
; з) 2
2
4
x
x
-
+
; і) 7 4
2
m n
m n
+
-
. 
IV. Спростіть вирази. 
а) ( ) ( ) ( )2 2 3 4 33 2 3 3 3 4 5 3x x x x x x x x- + + - + - + ; 
б) ( )( ) ( )2 23 2 3 4 13 1x x x x- + + - × - ; 
в) ( )( )3 2 41 1 2 5x x x x x- + + + + - ; 
г) ( )( )4 3 2 21 1 2 3x x x x x x+ - + - + - - ; 
д) ( )( ) ( )( ) 35 2 3 2 2 5 4 1 40 21x x x x x x× + + - × - - - - + ; 
є) ( )( ) ( )2 2 2 3 2 32 5 3 3 2 7 5a b ab ab a a b ab a b- - + - - × - . 
V. Виконайте ділення з остачею даних многочленів на 
двочлен або многочлен: 
а) 22 15 13x x- +  на ( )1x - ; 
б) 3 26 5 12x x x- + +  на ( )1x + ; 
в) 3 22 3 11 6x x x- - +  на ( )3x - ; 
г) 4 3 23 8 4x x x x- - + -  на 2 4 4x x- + ; 
д) 6 4 24 4x x x- + -  на 3 2 2x x+ - ; 
є) 4 3 23 2 2x x x x+ + + +  на 2 1x x- + . 
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VI. Виконайте ділення многочлена ( )P x  на многочлен ( )Q x . 
а) ( ) 3 23 2 19 32 21P x x x x= - + + ; ( )1 7Q x x= - ; 
б) ( ) 4 3 24 3 14 12 40P x x x x x= - - + + ; ( ) 22 4Q x x= - ; 
в) ( ) 3 23 2 21 67 60P x x x x= - + - ; ( )1 5Q x x= - ; 
г) ( ) 7 67 2 3 3 2P x x x x= + - - ; ( )1 1Q x x= - ; 
д) ( ) 3 23 4 24 21 5P x x x x= - + - ; ( )1 2 1Q x x= - . 
VII. Розкладіть на множники за допомогою способу винесення 
спільного множника за дужки. 
а) 2 2 2a x b x c x- - - ;  б) 4 2 2 3 2 3 2 2 2 2 37 14 49 35a x y a x y a x y a x y- - + ; 
в) ( ) ( )3 2x y x y- - - ;       г) 6 36 30 54m m mx x x+ +- + ; 
д) ( ) ( ) ( )212 6 2c y y y c y c y- + - - - ;  є) 2 1 3 3 12n na b a b- ++ ; 
ж) 2 1 3 1 15n nx y x y+ -+ ;       з) 2 1 19 9n n+ -- . 
VIII. Розкладіть на множники за допомогою способу  
групування. 
а) 2 2 3 3m n mn m n+ - - ;   г) 2 2x ax a y axy- - + ; 
б) 3 3 2 23 2 6x y x y xy- - + ;   д) ( )2 23 2 2a b a ab× + - - ; 
в) ( )2a x y x y+ - - ;    є) 2 2 3 2 34 5 20x y xz yz x yz+ - - . 
IX. Розкладіть на множники, за допомогою формул  
скороченого множення. 
а) 4 0,0001x - ;    г) 2 2 2 2 4 1a x a x ax+ - + - ; 
б) ( )22 9x - - ;    д) 4 616x y- -- ; 
в) 3 3n nx y+ ;    є) 4 24 5x x+ - . 
X. Розкладіть на множники за допомогою різних способів. 
а) 4 2 2 4a a b b+ + ;   г) 4 2 1a a+ + ; 
б) 3 24 3 18x x x+ - - ;  д) ( ) ( )4 4x y x y+ - - ; 
в) 3 23 4a a+ - ;    є) 5 4 3 2 1x x x x x+ + + + + . 
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XI. Зведіть дроби до спільного знаменника. 
а) 3 2
5
12x y
; 2
1
7x z
; 4 4
13
21x z
; 
б) 1
a b-
; 2
1
ab b+
;  ; 
в) a
a b-
; 3 3
4a
b a-
; 2 2
3
a ab b+ +
; 
г) 2 2 2
1
2x y z yz- - -
; 1
x y z+ +
; x y
x y z
- +
- -
 
XII. Скоротіть дроби. 
а) 
4 3 2
2 3
18
12
x y z
xy z
; б) 
3 6
3 4 9
72
32
n k m
n k m
x y z
x y z
;     в) 
9 6
4 7
x x
x x
-
-
; г) 
6 3
9
3 4
1
x x
x
- -
+
. 
XIII. Спростіть вирази. 
1) :x y x y
x y y
+ +
-
;     2) 2
81 7 9
9 81 9
x x
x x x
- +
-
- -
;     3) 
2 2
3 3 3 3
2 4
8 8
x xy y
x y y x
+
-
- -
;  
4) 
2 22
2 2
1 2
1 1
x x
x x
æ ö- æ ö+ç ÷ ç ÷+ +è øè ø
;    5) 
2 2 2 2x y x yx y
x y x y
æ ö æ ö- -
- × +ç ÷ ç ÷- +è ø è ø
; 
6) ( )
2
2
4 2 8:
3 9 9
x x
x x
+ +
- -
;     7) ( ) ( )2 2 1 1:a b a b- -- + ; 
8) 2 2 2
5 5 4
5 5 25
x x x
x x x x x
- +
+ -
+ - -
;     9) 
2
2
1 64 81
8 1 81 1 1 9
x x x
x x x
-æ ö+ × -ç ÷+ - -è ø
;  
10) 
( )
( )2
22 2 2 2
1 :
2
a ba b a b
a ab a b bb a
æ ö ++ +
- ×ç ÷ç ÷+ - -è ø
; 
11) 
2 2
2 2 2 2
9 9 81
9 9
a c a c a c
a ac a ac a c
+ - -æ ö+ ×ç ÷- + +è ø
; 
12) 
2
2 2 2
2 :
16 4 4
xy x x
y x y x y xy
æ ö
-ç ÷- - +è ø
; 
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13) 3 3 2 2 3 3
8 8 8:a b a b a b
a b a ab b a b
- - - -æ ö-ç ÷+ - + +è ø
; 
14) 2
1 12 3 : 1
2 3 4 9
x
x x
æ ö æ ö+ + +ç ÷ ç ÷- -è ø è ø
; 
15) ( )
22
3 2
41 1 1: :
1
x y xyx x
yy x y y x
x
æ ö + -æ ö æ ö
- + +ç ÷ç ÷ ç ÷
è øè øè ø -
; 
16) 
2
3 2 2 3
1 3 6 9:
9 3 9 9
b b b
a a a a a b b a b ab
- +æ ö- +ç ÷- + - -è ø
; 
17) 2 3 3
5 5 5:
5 25 125 125
a ab b a b
a a a a b b
- - - +æ ö-ç ÷- + + +è ø
; 
18) 
2
2
48 : 4
2 4
x x x
x x
æ ö -
- + -ç ÷- -è ø
;     19) 
2 2
2 2:
x x xy y x x xy y
x x xy y x x xy y
+ - - - - +
+ + + - + -
; 
20) 2 2
5 3 15 35
25 5 5
a b a ba b
a b a b a b
+ +æ ö- - × -ç ÷- + -è ø
; 
21) 
( )2
5 5 253 3m m
m n m n m n
æ ö æ ö- × + +ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø +
;  
22) 2 2
5 5 5 2 5 2 5
2 5
a b a b a b
a b a b a b
- -æ ö- × - +ç ÷+ - -è ø
; 
23) 3 2
1 3 3 2 1
1 1 1 1
aa
a a a a a
-æ ö æ ö- + × -ç ÷ ç ÷+ + - + +è ø è ø
; 
24) 
2
2
3 2 3 2 2 3 9 4 5
8 7 9 12 4 3 2 8 7
a a a a a a
a a a a a a
æ ö+ + + - -
× - + -ç ÷- + + + -è ø
; 
25) 
( )
( )
( )( )
( )( )
3 32 2 2
3 22 3
2x xy y x x y
x xy y x
- + +
×
+ -
; 
26) 
12 3 2
2
4 2 8 2
2 2 2 2
a a a aa
a a a a a
-
æ ö- -æ ö× + - × +ç ÷ç ÷+ - + +è ø è ø
; 
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27) 
( )( ) ( )( )
2 2
2
6 2 4 4
5 4 1 2 2 4 2
x x x
x x x x x x
æ ö + +
- + ×ç ÷
+ + + + + +è ø
; 
28) ( )
2 2 6
2 3 3 6
4x y xyx x
x y y xy x y y
æ ö- +æ ö
+ ×ç ÷ç ÷ç ÷+ + -è øè ø
; 
29) 
2
2 2
6 10 4 6:
64 16 64 8 8
x x x x
x x x x x
+ + + +æ ö æ ö+ +ç ÷ ç ÷- - + - +è ø è ø
; 
30) 
2
2 2
3 81
3 3 3 8
x x x
mx m x x mx m x
æ ö+
- × +ç ÷- + - - +è ø
; 
31) 
2 3 2
2 2 2 2:2
a a a a
a b a ab b a b a b
æ ö æ ö
- -ç ÷ ç ÷+ + + + -è ø è ø
; 
32) 
( )( )
( )
21 1 1 1 2
2 2 2 2 1 1
1 1ab a b a b a
aba b a b ab a b
- - - -
- - - -
+ + - -
-
+ - +
; 
33) 
( ) ( )
2 2
2 22 4 2
2 4 2 16:
4 16 42 2
x x x x
x x xx x
æ ö+ -
+ + +ç ÷ç ÷- - -- +è ø
; 
34) x a a xa x x a
a x a x a x a x
æ ö æ ö æ ö æ ö+ × - - + × -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ - + -è ø è ø è ø è ø
; 
35) 2 3 2 3
1 1 1 1 1 11 : 1
a a a a a a
æ ö æ ö+ + + - + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
36) 
( )( ) ( )( ) ( )( )
x y y z z x
y z z x z x x y x y y z
+ + +
+ +
- - - - - -
; 
37) 
( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2x y z
x y x z y z y x z x z y
+ +
- - - - - -
; 
38) 
( )( ) ( )( ) ( )( )
3 3 3x y z
x y x z y z y x z x z y
+ +
- - - - - -
; 
39) 
( )( ) ( )( ) ( )( )
4 4 4x y z
x y x z y z y x z x z y
+ +
- - - - - -
. 
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3.8. Корінь n - го степеня 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Корінь n -го степеня з дійсного числа a  ( n a  ) – це таке 
дійсне число ,x  для якого виконується рівність: nx a=  
(n NÎ , 2n ³ ). 
n a x=  – це корінь n -го степеня з дійсного числа a , де a  – 
це підкореневий вираз; n  – це показник кореня; x  – це значення 
кореня. 
 
Читаємо так: 
a  – корінь другого степеня з a  або корінь квадратний з a ; 
3 b  – корінь третього степеня з b  або корінь кубічний з b ; 
4 m  – корінь четвертого степеня з m ; 
7 30  – корінь сьомого степеня з тридцяти; 
100 40  – корінь сотого степеня з сорока. 
Наприклад, а) 9 3= , тому що 23 9= ; б) 0 0= ; в) 3 27 3- = - , 
тому що ( )33 27- = - ; г) 5 243 3= , тому що 53 243= . 
Дія, за допомогою якої можна обчислити корінь, називається 
здобуванням кореня. 
Корінь парного степеня можна здобути тільки з невід’ємного 
числа ( 0a ³ ). Якщо 0a < , то 2n a  не існує.  
Наприклад, вирази 4- ; 4 81- ; 6 16-  не мають сенсу в 
області дійсних чисел. 
Арифметичний корінь – це невід’ємний корінь n-го степеня 
з невід’ємного числа. 
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Наприклад, 9 3=  – це арифметичний квадратний корінь з 
дев’яти: 23 9=  (числа 3 і 9 – невід’ємні); 4 16 2= , тому що 42 16= . 
Корінь непарного степеня можна здобути також з від’ємного 
числа. 2 1 2 1n na a+ +- = - . Наприклад, 3 64 4- = - , тому що ( )34 64- = - ; 
3 1 1- = - ; 3 8 2- = - ; 5 32 2- = - . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Основна властивість кореня 
mk mnk na a= , 0a ³ , n NÎ , m NÎ , k NÎ . 
Величина кореня не зміниться, якщо показники кореня та 
підкореневого виразу помножити або поділити на одне й теж 
саме натуральне число. 
 
3.8.1. Дії з коренями 
Розглянемо деякі дії з коренями. 
1. Множення коренів 
а) з однаковими показниками: n n na b ab× = . 
Щоб помножити корені з однаковими показниками, треба 
показник кореня написати без змін, а підкореневі вирази 
помножити. Наприклад, 2 6 12 2 3× = = . 
б) з різними показниками: m nn mn ma b a b×× = × . 
Щоб помножити корені з різними показниками, треба 
спочатку привести корені до спільного показника, а потім 
виконати їхнє множення. При цьому доцільно застосовувати 
основну властивість кореня. Наприклад, 
1010 102 5 2 55 103 2 3 2 3 2 288× = × = × = . 
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2. Ділення коренів 
а) з однаковими показниками: , 0
n
n
n
a a b
bb
= ¹ . 
Щоб поділити корені з однаковими показниками, треба 
показник кореня написати без змін, а підкореневі вирази 
поділити. Наприклад, 
4
4 33 33 33
66 : 2 3 3
2
aa a a a
a
= = = . 
б) з різними показниками: :
mn mn
m nn m
m nn m
a a a b
b b
×
×
×
= = . 
Щоб поділити корені з різними показниками, треба спочатку 
звести корені до спільного показника, а потім виконати їх 
ділення. При цьому доцільно використовувати основну 
властивість кореня. Наприклад, 
2 2105
10 10
510 5
3 3 3 9
2 322 2
= = = . 
3. Здобування кореня з кореня 
m n m na a×= . 
Для того, щоб здобути корінь з кореня, треба показники 
кореня помножити, а підкореневі вирази записати без змін. 
Наприклад, 3 67 7= . 
Розглянемо деякі перетворення коренів. 
1. Піднесення кореня до степеня 
( )m n mn a a= . 
Наприклад, ( ) ( )5 53 3 332 2 32 32- = - = - == - . 
2. Винесення множника з-під знаку кореня 
, 0n m n m n m mn n n n na a a a a a a a+ = × = × = > . 
Наприклад, 5 5 5 5 57 5 2 5 2 2 52 2 2 2 2 2 2 2 4= × = × = = . 
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3. Внесення множника під знак кореня 
, 0, 0n nn nn na b a b a b a b× = × = ³ ³ . 
Наприклад, 333 3 33 6 3 6 27 6 162= × = × = . 
4. Звільнення від ірраціональності у знаменнику або 
чисельнику дробу 
a a b a b
bb b b
×
= =
×
; a a a a
b b a b a
×
= =
×
 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Для того, щоб звільнити дріб від ірраціональності у 
чисельнику або знаменнику, доцільно застосовувати формули: 
( )( ) ( ) ( )2 2a b a b a b a b+ - = - = - ; 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 3 33 3 3 3 3 3 3 3 a b a a b b a b a b+ - × + = + = + ; 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 3 33 3 3 3 3 3 3 3 a b a a b b a b a b- + × + = - = - . 
Наприклад, ( )
( )( )
( )
( ) ( )
( )
2 2
2 5 3 2 5 3 2 5 32
5 35 3 5 3 5 3 5 3
× - × - × -
= = = =
-+ + - -
 
  
5 3= - ; де 5 3-  и 5 3+  – це взаємно спряжені вирази. 
5. Зведення подібних коренів 
Подібні корені – це корені з однаковими показниками та 
підкореневими виразами. Наприклад, n ab  і 5n ab  – це подібні 
корені. 
Зведення подібних коренів – це їхнє додавання або 
віднімання.  
Наприклад, 3 3 33 3 3 3108 3 32 27 4 3 8 4 3 4 6 4 9 4+ = × + × = + = . 
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Приклад 10. Спростіть вираз 9 2 8+ . 
Розв’язання. Перетворимо підкореневий вираз за допомогою формули 
повного квадрата: ( ) ( ) ( )2 2 22 2a b a a b b a b ab+ = + × + = + + . 
Тоді ( )29 2 8 1 8 2 1 8 1 8 2 1 8 1 8+ = + + × = + + × = + . 
Ми одержали: ( )29 2 8 1 8 1 8 1 8+ = + = + = + , тому що 1 0>  і 
8 0> . 
Відповідь. 1 8+ . 
Приклад 11.  Спростіть вираз 11 6 2- . 
Розв’язання. Щоб записати вираз 11 6 2-  у вигляді квадрата різниці, 
запишемо його таким чином:  
( ) ( )2 211 6 2 11 2 9 2 9 2 2 9 2 9 2 3 2- = - × = + - × = - = - , 
( )211 6 2 3 2 3 2 3 2- = - = - = -  (тому що 3 2 0- > ). 
Відповідь. 3 2- . 
Приклад 12. Спростіть вираз 2 2 22a b a b- - . 
Розв’язання. Запишемо підкорений вираз у вигляді повного квадрата. Для 
цього додамо та віднімемо з виразу під знаком кореня 2b . 
2 2 2 2 2 2 2 22 2a b a b a b b a b b- - = - - - + . 
Запишемо 2 2a b-  у вигляді ( )22 2a b-  за допомогою визначення 
арифметичного кореня, одержимо: ( )22 2 2 2 22a b b a b b- - - + . 
Запишемо формулу так: ( )22 2a b b- - . Тоді 2 2 22a b a b- - =  
( )22 2 2 2a b b a b b- - = - -  за визначенням  арифметичного кореня. 
Відповідь. 2 2a b b- - . 
Приклад 13. Спростіть вираз 
2
2
1 1 1 11
12 2 2 2
a
a aa a
æ ö+ æ ö+ - × +ç ÷ç ÷-+ - è øè ø
. 
Розв’язання. Виконаємо дії у перших дужках: 
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( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )
( )( )
2 2
2 2
2 2
2
2
1 1 1 1 1 1
1 12 2 2 2 2 1 2 1
1 1 1 1 1
1 1 1 12 1 1
11 1 .
1 1 1 1 1
a a
a aa a a a
a a a a
a a a aa a
a aa a a
a a a a a
+ +
+ - = + - =
- -+ - + -
- + + + +
= - = - =
- - + -+ -
-+ - -
= = =
+ - + - +
 
Виконаємо дії у других дужках: 1 11 a
a a
+
+ = . 
Виконаємо множення: 1 1
1
a a
a a
+
× =
+
. 
Відповідь. 
2
2
1 1 1 11 1
12 2 2 2
a
a aa a
æ ö+ æ ö+ - × + =ç ÷ç ÷-+ - è øè ø
. 
Приклад 14. Спростіть вираз: 2 2 2 22 2 1 2 2 1A x x x x= + + + - + - + . 
Розв’язання. Виділимо повний квадрат і перетворимо вирази під знаком 
кореня: 
( ) ( )22 2 2 2 2
2 2 2
а) 2 2 1 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1, тому що  1 1 0 за довільним .
x x x x x
x x x x
+ + + = + + + + = + + =
= + + = + + + + ³
 
( ) ( )22 2 2 2 2
2 2 2
б) 2 2 1 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1, тому що  1 1 0 за довільним .
x x x x x
x x x x
+ - + = + - + + = + - =
= + - = + - + - ³
 
Виконаємо віднімання: 2 21 1 1 1 2x x+ + - + + = . 
Відповідь. 2A = . 
Приклад 15. Спростіть вираз 
2
34 4
4
1
1
x x xA
x x
æ ö- +
= +ç ÷ç ÷-è ø
. 
Розв’язання.   
а) Винесемо спільний множник 4 x  з чисельника першого дробу і 
скоротимо дріб: 
( ) ( )
( )
4 24 44 3 4
4
1 1
1 1 1
x x x xx x x
x x x
- --
= = = -
- - - -
. 
б) Виконаємо додавання та піднесення до квадрату: 
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22 2 24 2
4
4 4 4 4
1 1 1 1 1
1 .
x x x x xx
x x x x x
x x
xx x
æ öæ ö æ ö+ - + + - + + æ ö- + = = = = =ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø è øè ø
×
= =
×
 
Відповідь. xA
x
= . 
Приклад 16. Спростіть вираз: 
( )
( )
3 3
2 2 1
1
2
1a bA a b
a b ab
-
-
æ ö
+ç ÷= - × -ç ÷+ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. а) Запишемо вираз у перших дужках за допомогою кореня: 
( )
( )
( ) ( )3 3 3 32 2 1
1
2
1 1a ba b a b ab
a ba b a bab
-
-
æ ö æ ö++ç ÷ ç ÷- × - = - ×ç ÷ ç ÷ -+ +ç ÷ç ÷ è øè ø
. 
б) Виконаємо віднімання у дужках, потім – множення: 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
2 2
2
1
1 2 .
a b a ab b
ab
a ba b
a ba ab ba ab b ab
a b a b a b
æ ö+ - +ç ÷
- × =ç ÷ -+ç ÷
è ø
-- +
= - + - × = =
- - -
 
Відповідь. 
( )2a b
A
a b
-
=
-
. 
3.8.2. Визначення середніх величин 
Для розв’язання деяких математичних задач необхідно 
застосовувати поняття середніх величин: середнього 
арифметичного та середнього геометричного. 
Середнє арифметичне чисел 1a , 2a ... na  – це число nA : 
1 2 ... n
n
a a aA
n
+ + +
= . 
Щоб знайти середнє арифметичне n  чисел, треба:  
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1) знайти суму цих чисел; 
2) цю суму поділити на число доданків (n ). 
Середнє геометричне невід’ємних чисел 1a , 2a ... na  – це 
число nG :  
 1 2 ...
n
n nG a a a= × × × . 
Щоб знайти середнє геометричне n  додатних чисел, треба:  
1) знайти добуток цих чисел; 
2) добути корінь степеня n  із цього добутку. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Нерівність Коші. Середнє арифметичне n  невід’ємних 
чисел не менше за середнє геометричне: 
1 2
1 2
... ...n n n
a a a a a a
n
+ + +
³ × × × . 
Якщо всі n  чисел 1a , 2a ... na  є рівними між собою, то  
1 2
1 2
... ...n n n
a a a a a a
n
+ + +
= × × × . 
Приклад 17. Знайти середнє арифметичне і середнє геометричне чисел 8; 8 
та 27. 
Розв’язання. Середнє арифметичне: 3
8 8 27 43 114
3 3 3
A + += = = ; 
Середнє геометричне: 3 3 3 33 8 8 27 8 8 27 2 2 3 12G = × × = × × = × × = . 
Відповідь. 3
114
3
A = ; 3 12G = . 
Розглянемо приклади щодо перетворення ірраціональних 
виразів.  
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке арифметичний корінь? 
2. Які дії зі коренями ви знаєте?  
3. Сформулюйте основну властивість кореня. 
4. Що таке зведення подібних коренів? 
5. Що таке середнє арифметичне та середнє геометричне? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 8 
I. Обчисліть. 
1) 2 18× ;    8) 12 153 304 1331
3 17 19 11
+ - + ; 
2) 49144 0,01
64
× × ; 9) 2 3 5 13 48+ - + ; 
3) 3 31 21 : 2
8 3
;    10) 57 12 21- ; 
4) 2 3,8
3
× ;   11) 13 30 2 9 4 2+ + + ; 
5) 
4
4
32 3
8 48
× ;   12) 7 48+ ; 
6) 5 21+ ;   13) 2 1x x+ - ; 
7) 7 4 3- ;  14) ( )
2 11
0,75 03
1 10,008 1 256 13
4 7
- -
- æ ö æ ö- + - +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
II. Винесіть множник з-під знака кореня. 
1) 5 632a b ; 2) 
10 5
5
5
x d
y
; 3) 
6 5
3
9 3
27
12
a x y
x a b
;  
4) 2
1a
b b
- ;  5) 
3
6
1x
a a
- ; 6) 
( )2 22
25
a ab b y- + ×
; 
s 
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7) 
( )
( )
42 2
3
8
y x
x y
-
+
;   8)  
3 5
3
4 6
b b
a a
- ; 
9) 1 5 12m m m m n mpa b c+ + +× × × ;   10) 2 5 2 1 1 33n n n n nac a b c
b
+ + - -× × × ; 
11) 
2 22 2m n m n m n m na b c+ + + -× × ;  12) 22 4 1 6 2 5p p pyz x y z+ +× × × . 
III. Внесіть множник під знак кореня. 
1) 1 1 2
1
x
x x
+ +
+
;  2) 
22
2 2
a a b
a b a
-
-
;  3) 35 3 ; 
4) 3 2a ab× ;   5) 2 3m mn× ;   6) 3 22n m n× ; 
7) 5 5
11m
m
× - ;   8) 
3
5
4
4 81
3 16
a b
b a
;   9) 23 3mna b a b× ; 
10) ( ) 22 , 2
2
aa a
a
- × >
-
; 11) ( ) 25 , 0 525
xx x
x
- < <
-
; 
12) ( )
2 1
2 , 0
k
k
n mm m n
m n m
--
× < <
-
. 
IV. Звільніть дроби від ірраціональності у знаменнику. 
1) 18
6
;     2) 
x y
x y
+
-
;   3) 
4
10
125
; 
4) 
33
2
7 2-
;   5) 
33 3
1
9 6 4- +
;  6) 
3 3
1
a b-
; 
7) 
3 32 23
c
a ab b- +
;  8) 1
3 5 6+ +
;  9) 2 20
5 6 3+ -
; 
10) 27 21 15
3 7 5
- -
- -
;  11) 
( )
( )
x x a x
x x a x
- -
+ +
;  12) 
3 32 2
1
a b+
. 
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V. Звільніть дроби від ірраціональності у чисельнику. 
1) 3 3
3
+ ;    2) 7 3
8
- ;  3) 2 6 4
15
- ;  
4) 5 3 3 5
20
- ;   5) 1m
m
+ ;  6) a b
a b
-
+
;  
7) 
2 2
2
1 1
1
a a
a
+ - -
+
;  8) 
2
2
1
1
x x
x x
+ -
- -
;  9) 
( )3
2m n mn
m n
+ -
+
. 
VI. Розкладіть вираз на множники. 
1) , , 0x y x y- ³ ;   2) 49x - ;   3) 
1
35 3 , 0x x- ³ ; 
4) a b a b- + - ;   5) 
5 5
2 46 9x x+ + ;  6) 4 12x x+ - . 
VII. Спростіть вирази. 
1) 
4
:ab ab bab
a ba ab
-æ ö-ç ÷ -+è ø
;  2) 
3 3x a ax
x a
-
+
-
; 
3) 
4
4 4
2 1 1: 1, 1
2 1 1
a a a a
a a a
- + +
+ >
- + -
; 
4) 
34
4
44 4
: , ; 0
x xy x y
xy x y x
x xy x y
æ ö+ -
ç ÷- ¹ ³
ç ÷+ +è ø
; 
5) ( ) ( )2 24 4 4 4 : p qp q p q p q
- - +é ù- + +ê úë û -
; 
6) 
2 2
2 2 2
x x x a x x a
x a x x a x x a
æ ö- - + -
× -ç ÷ç ÷- + - - -è ø
; 
7) 
2 2
a b a b a b a b
a b a b a b a b
- -
æ ö æ ö+ + - +
- - -ç ÷ ç ÷
+ + + -è ø è ø
; 
8) 
2
2
2
1 1 , 1
1 1
n n n n
n n
æ ö+ + -
- ³ç ÷ç ÷+ - -è ø
;       9) ( )2 22 21 :a a a ba b
æ ö
+ + -ç ÷
-è ø
; 
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10) ( )23 3 33 3 :a b ab a ba b
-æ ö
- +ç ÷-è ø
; 11) 
3
2 3 1:
4 6 9 8 27
x
x x x
+
+ + -
; 
12) 
2
2
2
2
1 1
1 1
m n m
n m n
m n
n m
n m
m n
-
-
æ ö æ ö- × +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö- × -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
;       13) 
4
:ab ab bab
a ba ab
-æ ö
-ç ÷ -+è ø
; 
14) 3
3 3 3 3
7a b a b ab
a b a b
+ -
- +
+ -
;      15) 
( )215 1
3 1 2
4
:
1
x xx x
x x x x
--
- -
- +æ ö+
ç ÷- + +è ø
; 
16) ( ) ( ) ( )
2 2
3 3 33 32 5 2 5 10a b a b abæ ö+ × + -ç ÷
è ø
; 
17) 
12
3 34 4 2
4
1 1 2a b ab ab b b
a ab a ab
-
æ ö æ ö- +
+ × + +ç ÷ ç ÷ç ÷- è øè ø
; 
18) 
3 3
3 3 3 3
1 12 :x y x y
x y x y x y x y
æ ö æ ö+ -
+ - -ç ÷ ç ÷
- + - +è ø è ø
; 
19) ( )3 36 6 6 61 1 a ba b a b
æ ö
- × -ç ÷- +è ø
; 
20) 
11
3 2 32
11
6 3
2
1
a a b a a b a
a b a a b
--
- -
- -
+ -
+ -
; 
21) ( )
22
3 2
41 1 1: :
1
x y xyx x
yy x y y x
x
é ù - +æ ö æ ö
+ - +ê úç ÷ ç ÷
è øè øë û +
; 
22) 
2 2
2 2 2 2
1 6 2 4: 1
2 4 2 4
q p q
p q q p p q p q
æ öæ ö +
+ - +ç ÷ç ÷- - + -è ø è ø
; 
23) ( )
1
24 43 3 1
34
4 4
1 1
1 1
a aa a a a
a a
-æ ö æ ö- +
+ × - × -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- +è ø è ø
; 
Алгебраїчні вирази та дії з ними 
 93 
24) 
1 1 3
3 3 3 3
3 3
: 2 a b aba b
b a a b
æ öæ ö
+ + + -ç ÷ç ÷
+è ø è ø
; 
25) ( ) ( )( )
3
3
3
1 111 : 1
1 1
ab abab ab ab
ab ab
æ ö- -+æ ö ç ÷- × - -ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø
; 
26) 2 2 :a a ab b ab
a ba b a a b b a b
æ ö- +
- ×ç ÷ -- + -è ø
; 
27) ( )
( )
2 2
2 2
2 1 4
, 2
2 1 4
x x x x
x
x x x x
- - + - -
³
+ - + + -
; 
28) 
4 3
4
4
a x a ax ax
a x a ax
æ ö- +
- -ç ÷ç ÷- +è ø
; 
29) 
2 2
2 2
7 49 7 49
7 49 7 49
n n n n
n n n n
+ + - + - -
+
+ - - + + -
; 
30) 
3 32 23
3
3 3 3 3 2 3
27 3 9: 3
3 3 3 3
x x x xx
x x x x x
æ ö æ ö- -
+ - + ×ç ÷ ç ÷ç ÷+ + - +è øè ø
; 
31) 
2 2 2
2 2
9 9 9:
99 9
a a a a a a
a a a a
æ ö+ - - - × -
-ç ÷ç ÷- - + -è ø
; 
32) 
( )( )2 2 3 3
3 3 3 34 3 3 4
8
a b a b
a b
a ab a b b
- -
+ +
+ - -
; 
33) 
4 1
23 3
33
2 2
33 3
8 : 1 2
2 4
a a b b a
aa ab b
æ ö-
- -ç ÷
è ø+ +
; 
34) ( )
4 4 4
1 34
4 4 4
:
x y y
x x y
x x y
-
æ ö-
+ +ç ÷ç ÷-è ø
; 
35) 
3 2
3 2
3 3 3 3
1 1
1 1 1 1
a a a
a a a a
- + + -
- + + -
; 
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36) 
4 3
4
4 4 4 4 4
:a b a ab a bab
a b a ab a b
æ ö- + -
- -ç ÷ç ÷- + +è ø
; 
37) 
( )( ) 22 2 2a a ab b ab b a b ab b
a b a b
-
+ + + + -
+
- +
; 
38) 
3 4 3
3 23
3 2 233
8 : 1 2
2 4
x y x y x
xx xy y
æ ö æ ö-
ç ÷ - -ç ÷ç ÷+ + è øè ø
; 
39) ( ) ( )( )
34 1
4
1
1 :a b a ab b a b a a b b a b
a b a
-
-
é ùæ ö- é ù+ × + + - + +ê úç ÷ ê úç ÷ ë û-ê úè øë û
; 
40) 
( )
( )
3 2 2
3 2 2
3 2 1 4
, 2
3 2 1 4
x x x x
x
x x x x
- - + - × -
³
- + + - × -
. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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РІВНОСТІ. ТОТОЖНОСТІ. РІВНЯННЯ. 
СИСТЕМИ РІВНЯНЬ 
 
Лексика розділу 
виділити повний квадрат separate complete square 完全一元二次方
程的分解 
визначник determinant 决定元 
відняти subtract 减去 
відповідати correspond 与……相符 
відповідність correspondence 一致性 
вільний член independent term 自由项 
властивість модуля property of modulus 绝对值的性质 
дискримінант discriminant 判别式 
додати add 加上 
дослідження investigation 研究 
заміна змінних substitution of variables 换元法 
невідома unknown 未知数 
піднесення до степеня raising to  power 升幂 
підстановка substitution 代换 
пропорційність proportionality 比例 
рівність equality 等式;相等 
правильна рівність  proper equality 正确的等式 
неправильна рівність  improper equality 不正确的等式 
рівняння equation 方程式 
алгебраїчне рівняння  algebraic equation 代数方程式 
біквадратне рівняння  biquadratic equation 四次方程 
Розділ 4 
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еквівалентне рівняння equivalent equation 等价方程 
ірраціональне рівняння irrational equation 无理方程 
квадратне рівняння quadratic equation 二次曲线方程 
лінійне рівняння linear equation 一次直线方程 
рівносильне рівняння reduced equation 简化的方程 
розділення інтервалу partition of an interval 区间 
рядок row （一）行 
симетричний symmetric 相称性的 
система рівнянь system of equations 方程式的计算顺
序 
система однорідних 
рівнянь 
system of homogeneous 
equations 
同类多项式
（群） 
система симетричних 
рівнянь 
system of symmetric 
equations 
对称多项式
（群） 
стовпець column （一）纵 
теорема Вієта the Viete theorem 韦达定理 
тотожність identity 恒等式 
тричлен trinomial 三项式 
           
4.1. Рівності. Тотожності. Рівняння 
Рівність – це два вирази, між якими стоїть знак "=" 
(дорівнює). Наприклад, x y=  – це рівність, де x  – це ліва частина 
рівності, y  – це права частина рівності. 
Властивості рівностей: 
1) x y y x= Þ = ;    2) ,x y y z x z= = Þ = ; 
3) x y x z y z= Þ + = + ;  4) x y x z y z= Þ × = × ; 
5) ( )0x yx y z
z z
= Þ = ¹ . 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Рівності поділяються на числові або зі змінними. 
Числова рівність може бути правильною або неправильною. 
Наприклад, 1) 15 6 9- = ; 10 12 10
5
= -  – це правильні числові 
рівності; 7 10= ; 5 4 4 3+ = ×  – це неправильні числові рівності. 
2) 2x y+ =  – це рівність зі змінними. Змінні x і y  у цій рівності 
можуть приймати різні числові значення. Якщо 0,x =  а 2y = , то 
0 2 2+ =  – це правильна числова рівність. Якщо 1,x =  а 5y = , то 
1 5 2+ =  – це неправильна числова рівність. 
Тотожність – це рівність зі змінними, яка буде правильною 
числовою рівністю за будь-яких значень змінних. 
Наприклад, ( ) ( )( )2 2x y x y x y- = - + ; ( )2 2 22a b a ab b+ = + + ; 
2 1 1
1
x x
x
-
= -
+
, якщо 1x ¹ - ; та x x
x
= , якщо 0x >  – це тотожності. 
Рівняння – це рівність зі змінними, яка буде правильною 
числовою рівністю за визначених значень змінних. 
Так, ( ) ( )f x xj=  – це рівняння з однією змінною x , де 
( )f x  і ( )xj  – це алгебраїчні вирази; x  – це змінна або невідома. 
Наприклад, ( )( )7 4 0x x+ - =  – це рівняння з однією 
змінною x ; 3 4 0x y+ =  – це рівняння з двома змінними x  і y . 
Корінь (розв’язок) рівняння – це таке значення змінної, що 
перетворює рівняння на правильну числову рівність. 
Розв’язати рівняння – це означає знайти всі його корені 
(розв’язки) або довести, що їх не має. 
Розділ 4 
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Приклад 1. Розв’язати рівняння 4 3 5x - = . 
Розв’язання. Зробимо тотожні перетворення: 4 3 5 4 8 2.x x x- = Û = Û =  
Це рівняння має один корінь 2x = . Тільки, якщо 2x = , тоді рівняння 
4 3 5x - =  буде правильною числовою рівністю: 4 2 3 5× - = , або 8 3 5- = . 
Відповідь. { }2 . 
Приклад 2. Знайти корені рівняння ( )( )( )4 3 5 0x x x- + + = . 
Розв’язання. ( )( )( )
1
2
3
44 0
4 3 5 0 3 0 3
5 0 5
xx
x x x x x
x x
=- = éé
êê- + + = Þ + = Þ = -êê
+ = ê = -êë ë
. { }5; 3; 4S = - -  
– це множина коренів рівняння. 
Відповідь. { }5; 3; 4- - . 
Приклад 3. Знайти корені рівняння 2 4 0x + = .  
Розв’язання. 2 4x ¹ - , тобто це рівняння не має дійсних коренів (не має 
розв’язків у області дійсних чисел). 
Відповідь. Æ. 
Приклад 4. Розв’яжіть  рівняння x x= .  
Розв’язання. Рівняння x x=  має нескінчену множину коренів (розв’язків). 
Будь-яке невід’ємне число 0x ³  – це розв’язок  даного рівняння. 
Відповідь. { }0x x ³ . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Область визначення рівняння або область допустимих 
значень рівняння (ОДЗ або D) – це множина значень змінної x , 
за яких мають сенс (визначені) ліва та права частини рівняння. 
Щоб знайти ОДЗ рівняння ( ) ( )f x xj= , треба знайти 
переріз множин, де є визначеними задані алгебраїчні вирази 
( )f x  і ( )xj . 
Приклад 5. Знайти область допустимих значень рівняння 4
2
x
x
=
-
. 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ лівої ( ) 4
2
f x
x
=
-
 і правої ( )x xj =  частини 
рівняння. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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ОДЗ лівої частини рівняння – це всі дійсні числа, за виключенням 2x = :  
{ } ] [ ] [1 \ 2 ; 2 2;D R= = -¥ +¥U . 
ОДЗ правої частини рівняння – це всі додатні числа 0x > :  
[ [2 0;D = +¥ . 
ОДЗ рівняння – це переріз множин 1D  и 2D : 
[ [ ] [1 2 0; 2 2;D D D= = +¥I U  
Відповідь. [ [ ] [0; 2 2;x Î +¥U . 
Два рівняння ( ) 0f x =  і ( ) 0xj =  називають рівносильними 
(еквівалентними), якщо множини їх коренів (розв’язків) 
співпадають: ( ) ( )0 0f x xj= Û =  ( Û  – це знак 
еквівалентності (рівносильності)). 
Наприклад, 1) рівняння 4 3x x+ =  і 2 0x - =  – є 
еквівалентними, тому що ці рівняння мають єдиний корінь: 2x = ; 
2) рівняння 8 1x - =  і 2 81x =  не є рівносильними, тому що 
рівняння 8 1x - =  має тільки один корінь: 9,x =  а рівняння 
2 81x =  має два корені: 1 9x = ; 2 9x = - . 
Розглянемо деякі еквівалентні перетворення рівнянь, які 
доцільно використовувати у процесі розв’язування рівнянь.  
Таблиця 4.1 – Еквівалентні перетворення рівнянь 
№ Дії Приклади 
1.  Заміна лівої частини рівняння на праву або 
заміна правої частини на ліву 
5 3 4
3 4 5
x x
x x
+ = - Û
Û - = +
 
2.  Перенос доданків з однієї частини рівняння 
до іншої з протилежним знаком 
2 7 3
2 7 3
x x
x x
+ = - Û
Û - = - -
 
3.  Множення або ділення обох частин 
рівняння на одне й те саме число, яке не 
дорівнює нулю  
1
4
x x+ = Û  
14 4
4
x x+Û × = × Û  
1 4x xÛ + =  
Розділ 4 
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Продовження таблиці 4.1  
№ Дії Приклади 
4.  Віднімання або додавання одного й того ж 
самого числа до обох частин рівняння 
2 5
2 7 5 7
x x
x x
+ = Û
Û + + = +
 
5.  Віднімання або додавання однакового 
алгебраїчного виразу до обох частин 
рівняння. При цьому області визначення 
отриманого і даного рівняння мають 
співпадати 
2 2
2
2
x
x x x
= Û
Û + = +
 
Розв’язання рівнянь за допомогою еквівалентних перетворень 
потребує: 
1) знаходити область допустимих значень (ОДЗ) вихідного 
рівняння; 
2) перевіряти отримані значення коренів рівняння, щодо їх 
належності до ОДЗ вихідного рівняння. 
Приклад 6. Розв’язати рівняння 2 1 16 5
2 2
x x
x x
+ + = +
- -
. 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ рівняння: 2x ¹ . Зробимо перетворення, для 
чого перенесемо всі члени рівняння до лівої частини. Одержимо 
рівняння: 2 5 6 0x x- + = . Корені цього рівняння: 1 2x = ; 2 3x = . Але 
значення 1 2x =  не належить до області допустимих значень даного 
рівняння (ОДЗ). Ось чому 1 2x =  – це сторонній корінь, який не потрібно 
розглядати. Рішенням рівняння буде 3x = . 
Відповідь. { }3 . 
Рівняння можна поділити на декілька видів. Наведемо 
приклади деяких рівнянь: 
ü лінійні: 0ax b+ = ; 
ü квадратні: 2 0ax bx c+ + = ; 
ü раціональні (вищих степенів):  
( )1 20 1 2 1 0... 0; , 0n n n n na x a x a x a x a n N a- - -+ + + + + = Î ¹ ; 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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ü ірраціональні: 3 0ax b cx d+ - - = ; 
ü з модулем: 0x a x b+ - - = ; 
ü логарифмічні: loga x m= ; 
ü показникові: xa m= ; 
ü тригонометричні: sin x a=  та інші. 
4.2. Лінійні та квадратні рівняння 
Рівняння вигляду 0, 0ax b a+ = ¹  називають лінійним 
рівнянням з однією змінною, де a  і b  – це дійсні числа: a  – це 
коефіцієнт змінної ;x  b  – це вільний член.  
Корінь лінійного рівняння: bx
a
= - . 
Приклад 7. Розв’язати  рівняння: 1 2 0
3 9
x - = . 
Розв’язання. Зробимо еквівалентні перетворення: 1 2 20
3 9 3 9
xx - = Û = Û  
2 23
9 3
x xÛ = × Û = . 
Відповідь. 2
3
ì ü
í ý
î þ
. 
Приклад 8. Розв’язати  рівняння: 2 2 1 3 1
3 6 12
x x x- - -
+ = + . 
Розв’язання. Зведемо дроби до спільного знаменника та зробимо 
еквівалентні перетворення: 
4 2 1
122 2 1 3 1
3 6 12
x x x- - -
+ = + Û  
4 8 4 2 3 12
12 12
x x x- + - - +
Û = Û 4 8 4 2 3 12x x x- + - = - + Û 
194 4 8 2 3 12 7 19 .
7
x x x x xÛ + - = + - + Û = Û =  
Відповідь. 19
7
ì ü
í ý
î þ
. 
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Рівняння 2 0ax bx c+ + =  ( 0a ¹ ) називають квадратним 
рівнянням з однією змінною, де a  – перший коефіцієнт; b  – 
другий коефіцієнт; c  – вільний член. 
Якщо 0, 0b c¹ ¹ , то квадратне рівняння називають повним. 
Якщо 0b =  або 0c = , тоді квадратне рівняння називають 
неповним. Наприклад, 2 0;ax =  2 0;ax bx+ =  2 0ax c+ =  – це 
неповні квадратні рівняння. 
Якщо 1a = , то квадратне рівняння називають зведеним. 
Зведене квадратне рівняння записують так: 2 0x px q+ + = . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Корені квадратного рівняння 2 0ax bx c+ + =  знаходять за  
формулою:                       1,2 2
b Dx
a
- ±
= , 
де 2 4D b ac= -  – це дискримінант квадратного рівняння. 
Якщо другий коефіцієнт квадратного рівняння – це парне 
число, то корені такого квадратного рівняння можна знаходити за 
формулою:  
2
1,2
2 2 ,
b b ac
x
a
æ ö- ± -ç ÷
è ø=  0a ¹ . 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
1. Якщо 0D < , то рівняння 2 0ax bx c+ + =  не має дійсних 
коренів. 
2. Якщо 0D = , то рівняння 2 0ax bx c+ + =  має рівні корені: 
                                         1 2 2
bx x
a
-
= = . 
3. Якщо 0D > , то рівняння 2 0ax bx c+ + =  має два різних дійсних 
кореня. 
Приклад 9. Розв’язати рівняння: 22 3 5 0x x- - = . 
Розв’язання. Маємо 2a = ; 3b = - ; 5c = - . Знайдемо дискримінант 
рівняння: ( )23 4 2 5 49 0D = - × × - = > , тоді рівняння має два дійсних 
кореня: за формулою коренів квадратного рівняння знайдемо ці корені:  
1,2
3 49 3 7
2 2 4
x ± ±= =
×
; Þ 1
3 7 5
4 2
x += = ; 2
3 7 1
4
x -= = - . 
Відповідь. 1
5
2
x = ; 2 1x = - . 
Приклад 10. Розв’язати рівняння: 2 1 0x x+ + =  
Розв’язання. Знайдемо дискримінант рівняння: 21 4 1 1 1 4 3 0D = - × × = - = - <  
Þ рівняння не має дійсних коренів. 
Відповідь. Æ. 
Приклад 11. Розв’язати рівняння: 24 12 9 0x x+ + = . 
Розв’язання. Знайдемо дискримінант: 212 4 4 9 144 144 0D = - × × = - = , ось 
чому 1 2
12 3
8 2
x x -= = = - . Рівняння має два рівних кореня.   
Відповідь. 1 2
3
2
x x= = - . 
Приклад 12. Розв’язати рівняння: 25 18 9 0x x- + = . 
Розв’язання. Будемо застосовувати формулу для коренів квадратного 
рівняння, якщо коефіцієнт змінної x  – це парне число.  
Маємо 5a = ; 2 18 9k k= - Þ = - ; 9c = .  
Тоді 
2
1,2
9 9 5 9 9 36 9 6
5 5 5
x ± - × ± ±= = = ; 1
9 6 3
5
x += = ; 2
9 6 3
5 5
x -= = . 
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Відповідь. 1 3x = ; 2
3
5
x = . 
4.3. Теорема Вієта 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема Вієта. Якщо 1x  та 2x  – корені квадратного рівняння 
2 0ax bx c+ + = , тоді їх сума: 1 2
bx x
a
+ = - , а добуток: 1 2
cx x
a
× = . 
 
Доведемо теорему Вієта. 
Дано: 2 0ax bx c+ + = ; 0D ³ Û  1 ;2
b Dx
a
- -
=  2 2
b Dx
a
- +
= . 
Довести: 1 2 1 2;
b cx x x x
a a
-
+ = × = . 
Доведення: 1 2
2
2 2 2
b D b D b bx x
a a a a
- - - + -
+ = + = = - ; 
( ) ( )22 2 2 2
1 2 2 2 2 2
4 4 .
2 2 4 4 4 4
b Db D b D b D b b ac ac cx x
a a a a a a a
- -æ ö æ ö- - - + - - +
× = × = = = = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
Квадратний тричлен 2ax bx c+ +  можна розкласти на лінійні 
множники, застосовуючи теорему Вієта: 
  ( )2 2 1 2 1 2ax bx c a x x x x x xé ù+ + = × - + × + × =ë û  
2
1 2 1 2a x x x x x x xé ù= × - × - × + × =ë û  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2a x x x x x x a x x x x= × - - × - = × - × -é ùë û . 
Так, якщо 0D ³ , то ( ) ( )2 1 2ax bx c a x x x x+ + = × - × - . 
Приклад 13. Розкласти квадратний тричлен 23 10 3x x- +  на лінійні 
множники. 
Розв’язання. Знайдемо корені тричлена. Для цього розв’яжемо рівняння 
23 10 3 0x x- + =  Þ 1,2
5 25 9 5 4
3 3
x ± - ±= = ; 1
1
3
x = ; 2 3x = . 
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Так, ( ) ( )( )2 13 10 3 3 3 3 1 3
3
x x x x x xæ ö- + = × - - = - -ç ÷
è ø
. 
Відповідь. ( ) ( )23 10 3 3 1 3x x x x- + = - - . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема Вієта для зведеного квадратного рівняння 
2 0x px q+ + = . Якщо зведене квадратне рівняння 2 0x px q+ + =  
має дійсні корени 1x  і 2x , то їх сума: 1 2x x p+ = - , а добуток: 
1 2x x q× = . 
Обернена теорема Вієта. Якщо сума двох чисел 1x  і 2x  
дорівнює ( )p- , а добуток цих чисел дорівнює q , то числа 1x  і 2x  
– це корені рівняння 2 0x px q+ + = . 
Доведемо обернену теорему Вієта. 
Дано: 1 2x x p+ = - ; 1 2x x q× = . 
Довести, що 1x  і 2x  – корені рівняння 
2 0x px q+ + = . 
Доведення: 1 2 1 2x x p x p x+ = - Þ = - - . Підставимо 1 2x p x= - -  у 
рівність 1 2 ,x x q× =  одержимо: ( )2 2p x x q- - × =  Þ 22 2px x q- - =  Þ 
2
2 2 0x px q+ + = . Отже, число 2x  – це корінь рівняння 
2
2 2 0.x px q+ + =  
Таким же чином можна показати, що число 1x  – це також корінь 
рівняння 2 0x px q+ + = . 
Застосовуючи обернену теорему Вієта, можна скласти 
квадратне рівняння за даними коренями.  
Нехай 1 ;x m=  2 .x n=  За теоремою Вієта: якщо 
( )p m n
q m n
= - +ì
í
= ×î
, то ( )2 0x m n x m n- + × + × = . 
Приклад 14. Скласти квадратне рівняння з коренями 1 2x = - ; 2 4x = . 
Розв’язання . За теоремою Вієта: ( )1 2 2p x x= - + = - ; 1 2 8q x x= × = - . 
Відповідь. 2 2 8 0x x- - = . 
Розділ 4 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке рівність, тотожність, рівняння? 
2. Що таке ОДЗ рівняння? 
3. Що таке рівносильні рівняння? 
4. Що таке корінь рівняння? 
5. Які перетворення можна зробити, для того, щоб отримати 
рівносильні рівняння? 
6. Які види рівнянь ви знаєте? 
 
Завдання для самостійної роботи № 9 
I. Розв’яжіть рівняння. 
1) ( ) ( )2 1 3 8x x- + - = ;  2) 2 1 2
3 5 5
x
x
-
=
+
; 
3) ( ) ( )4 2 3 6 53 1 9
3 8 5
x xx× - × -+
+ = - ; 
4) 2 3 5 5 2 2 10,25
4 9 12 4 18
x x x x x- - - + +
- - = - -  
5) 
2
2
2 1 1 3 1
9 3 3 9
x x x
x x x
- + +
- =
- + -
;        6) ( )
2
2
9 5 108 9 36 12 1
3 1 6 24 9 1
x x x x
x xx
- - - +
+ =
+ -× -
; 
7) ( )21 16x - = ;    8) ( )2 39 3 2 0x× + - = ; 
9) ( )22 3 1 5 4 3x× - + - = ; 10) 2 5 0x x- - =  
11) 29 14 0x x- = ;   12) ( ) ( )23 6 3x x- = × - ; 
13) ( )29 7 14 2x x× - = - ;  14) 2 7 12 0x x- + = ; 
15) 2 2 0x x- - = ;   16) 
2 13 1 0
3 12
x x
+ - = ; 
17) 29 3 2 0x x- - = ;  18) 
2 4
2 2
x
x x
=
- -
; 
s 
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19) 
( ) 2 3
2 3 2
3 3 1 9 3 1 27 1
x
x x x x
+
+ =
× + - + +
; 
20) 3 2 2 2
2 1
8 4 2 1 1 4 4 4 1
x
x x x x x x
+ =
+ - - - + +
. 
II. У рівнянні 2 18 0x px+ + =  один з коренів дорівнює 3. 
Знайдіть другий корінь і коефіцієнт p . 
III. Складіть квадратні рівняння за даними коренями. 
1) 3 та 3- ;  2) 1
2
 та 1
4
- ; 3) 0,4  та 0,01;  
4) 1
10 2 10-
 та 1
10 40+
;  5) 6
15 3-
 та 6
15 3+
;  
6) 22
5 14-
 та 22
5 14+
;   7) a b m+  та a b m- . 
IV. Один з коренів рівняння 22 18 0x bx+ - =  дорівнює 2. 
Знайдіть другий корінь і коефіцієнт b . 
V. Один з коренів рівняння 23 14 0x x c+ + =  дорівнює 4- . 
Знайдіть другий корінь і вільний член c . 
VI. Один з коренів рівняння 2 7 0x x q- + =  дорівнює 9. 
Знайдіть другий корінь і коефіцієнт q . 
VII. Різниця коренів рівняння 2 13 0x x q+ + =  дорівнює 5. 
Знайдіть коефіцієнт q . 
VIII. Складіть квадратне рівняння, корені якого у два рази 
більше від коренів рівнянь: 
1) 2 5 6 0x x- + = ;  2) 23 10 3 0x x+ + = ; 
3) 22 3 1 0x x- + = ;   4) 26 7 1 0x x- + = ; 
5) 25 12 4 0x x- + = ;   6) 28 14 3 0x x+ + = . 
IX. Складіть квадратне рівняння, корені якого на 0,2 більше від 
коренів рівнянь. 
1) 2 12 20 0x x- + = ;  2) 2 18 32 0x x- + = ; 
3) 25 2 0x x- - = ;   4) 211 8 3 0x x+ - = ; 
Розділ 4 
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5) 25 22 24 0x x+ + = ;  6) 23 10 8 0x x+ + = . 
X. Складіть квадратне рівняння, корені якого є оберненими до 
коренів рівнянь. 
1) 2 8 12 0x x- + = ;  2) 22 1 0x x- - = ; 
3) 23 5 8 0x x+ - = ;  4) 24 3 1 0x x- - = ; 
5) 2 0x px q+ + = ;  6) 2 0ax bx c+ + = . 
XI. Складіть квадратне рівняння, корені якого дорівнюють: 
1) квадратам коренів рівняння 2 0ax bx c+ + = ; 
2) кубам коренів рівняння 2 0ax bx c+ + = . 
XII. Складіть квадратне рівняння, один з коренів якого 
дорівнює сумі, а другий – додатку коренів рівняння 
2 0ax bx c+ + = . 
XIII. Не розв’язуючи рівняння ( )2 29 11 0x a x a+ + + + = , 
знайдіть за яких значень a  один з коренів буде в п’ять разів 
більше від другого кореня. 
XIV. За яких значень a  один з коренів рівняння 
2 38 30 0x x a- + =  дорівнює квадрату другого кореня? 
4.4. Тричленні рівняння. Біквадратні рівняння 
Рівняння виду 2 0n nax bx c+ + =  називають тричленним,  
якщо 2n ³ , n NÎ , 0a ¹ , 0b ¹ , 0c ¹ . 
Якщо 2n = , то рівняння 4 2 0ax bx c+ + =  називають 
біквадратним рівнянням. 
За допомогою заміни nx t=  тричленне рівняння 
2 0n nax bx c+ + =  можна перетворити на квадратне 2 0at bt c+ + = . 
Приклад 15. Розв’язати  рівняння 4 213 36 0x x- + = . 
Розв’язання . Нехай 2x t= , тоді 2 13 36 0t t- + =  Û  1 4t = ; 2 9t = ; 
2
1,24 2x x= Û = ± ;     
2
3,49 3x x= Û = ± . 
Відповідь. { }2; 3± ± . 
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Приклад 16. Розв’язати рівняння ( ) ( )6 32 1 3 2 1 10 0x x- + - - = . 
Розв’язання . Нехай ( )32 1x t- = , тоді 2 3 10 0t t+ - =  Û  1 5t = - ; 2 2t = . 
Якщо 5t = - , тоді ( )32 1 5x - = -  Û  ( )32 1 5 0x - + = . Розкладемо цей 
вираз на множники, застосовуючи формулу суми кубів: 
( ) ( )( )3 32 23 3 32 1 5 2 1 5 4 4 1 2 5 5 5 0x x x x x- + = - + - + - + + = . 
Дорівняємо вирази в дужках до нуля і знайдемо корені рівняння:  
а) 32 1 5 0x - + =  Û  
3
1
1 5
2
x -= ; 
б) 32 23 34 4 1 2 5 5 5 0x x x- + - + + =  – це рівняння не має дійсних коренів, 
тому що ( ) ( )2 233 3 3 34 2 5 4 4 5 5 1 12 25 32 5 0D = - - - × × + + = - × - < . 
Якщо 2t = , то ( )32 1 2x - =  Û  ( )32 1 2 0x - - = . Тоді,  
( ) ( )( )3 32 23 3 32 1 2 2 1 2 4 4 1 2 2 2 2 0x x x x x- - = - - - + + - + = . 
Дорівняємо вирази в дужках до нуля і знайдемо корені рівняння:  
а) 32 1 2 0x - - =  Û  
3
2
1 2
2
x -= ; 
б) 32 23 34 4 1 2 2 2 2 0x x x- + + - + =  – це рівняння не має дійсних коренів, 
тому що ( ) ( )23 3 34 2 2 4 4 2 4 1D = - + - × × - + + =  312 4 0= - × < . 
Відповідь. Рівняння має два дійсних кореня: 
331 5 1 2;
2 2
x
ì ü- +
Îí ý
î þ
. 
Приклад 17. Розв’язати рівняння 8 417 16 0x x- + = . 
Розв’язання . Нехай 4x t= , тоді ( )28 4 2x x t= = , одержимо  
2 17 16 0t t- + =  Û  1
2
1
16
t
t
=é
ê =ë
 Û  
4
4
1
16
x
x
é =
ê =ë
 Û  
4
1
4
2
4
3
4
4
1 1
1 1
16 2
16 2
x
x
x
x
é = =
ê
= - = -ê
ê
= =ê
ê = - = -ë
 
Відповідь. { }1; 2± ± . 
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4.5. Рівняння вищих степенів 
Рівняння вигляду 1 20 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + =  
( )0; 0n N aÎ ¹  – це алгебраїчне рівняння степеня n. 
Якщо 2n > , то таке рівняння називають рівнянням вищого 
степеня.  
Наприклад, 5 27 5 1 0x x x+ - - =  – це рівняння п'ятого степеня. 
Алгебраїчне рівняння степеня n  має не більше n  дійсних 
коренів. 
Якщо ( ) 1 20 1 2 1... ,n n nn n nP x a x a x a x a x a- - -= + + + + +  тоді для 
рівняння ( ) 0nP x =  є справедливою теорема Безу. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема Безу. Многочлен ( )nP x  ділиться без остачі на двочлен 
( )x a-  тоді й тільки тоді, якщо a  – це корінь многочлену ( )nP x . 
Наприклад, многочлен 3 2 1x x x+ - -  ділиться без остачі на 
двочлен ( )1 ,x -  тому що 1x =  – це корінь рівняння 
3 2 1 0x x x+ - - = . 
Якщо ( )nP x  – многочлен з цілими коефіцієнтами, тоді  
будь-який цілий корінь многочлена ( )nP x  є дільником вільного 
члена na . 
Наприклад, 2 7 12x x- +  – многочлен другого степеня; його 
корені 1 3x =  і 2 4x =  – це дільники вільного члена (числа 12). 
Якщо існує хоча б один цілий корінь рівняння, тоді рівняння 
вищих степенів доцільно розв’язувати таким чином: 
1) знайти множину дільників вільного члена na ; 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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2) перевірити, які з цих дільників є коренями рівняння ( ) 0nP x =  
(застосовуючи теорему Безу); 
3) знайти частку від ділення ( )nP x  на 1x x- , де 1x  – корінь 
рівняння ( ) 0nP x = ; 
4) записати частку ( ) ( )1
1
n
n
P x
Q x
x x-
=
-
 як многочлен степеня ( )1n - : 
( ) ( )1
1
n
n
P x
Q x
x x -
= Þ
-
( ) ( ) ( )1 1n nP x x x Q x-= - , де ( )1nQ x-  – 
многочлен степеня ( )1n - ; 
5) перевірити, чи з’являються корені многочлена ( )1nQ x-  також 
і коренями вихідного рівняння. 
Приклад 18. Розв’язати рівняння 3 2 1 0x x- + = . 
Розв’язання . 1) Знаходимо множину дільників вільного члена: це 1± . 
2) Перевіряємо, який з дільників є коренем рівняння 3 2 1 0x x- + = . 
Якщо 1:x =  3 32 1 1 2 1 1 0x x- + = - × + = Þ 1x =  – це корінь вихідного 
рівняння. 
Якщо 1:x = -  ( ) ( )33 2 1 1 2 1 1 2x x- + = - - × - + = Þ 1x = -  – це не є 
коренем вихідного рівняння. 
3) Знаходимо частку від ділення многочлена 3 2 1x x- +  на ( )1x - . 
Одержимо 
3
22 1 1
1
x x x x
x
- +
= + -
-
. 
4) Записуємо частку як многочлен степеня ( )1n - : 
( ) ( )3 22 1 1 1 0x x x x x- + = - + - =  Û  2
1 0
1 0
x
x x
- =é
ê + - =ë
Û  
1
2,3
1
1 5
2
x
x
=é
ê
- ±ê =
êë
 
Відповідь. 1 5 1 51; ;
2 2
ì ü- - - +
í ý
î þ
. 
Приклад 19. Розв’язати  рівняння 3 25 2 24 0x x x- - + = . 
Розв’язання. 1) Записуємо дільники вільного члена: 1± ; 2± ; 3± ; 4± ; 6± ; 8± ; 
12± ; 24± . За допомогою підбору знаходимо цілий корінь рівняння. 
2) Підставляємо знайдені дільники у вихідне рівняння. 
Розділ 4 
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Якщо 1:x = -  ( ) ( ) ( )3 21 5 1 2 1 24 1 5 2 24 20 0- - - - - + = - - + + = ¹  Þ  
1x = -  – не є коренем вихідного рівняння. 
Якщо 1:x =  3 21 5 1 2 1 24 1 5 2 24 18 0- × - × + = - - + = ¹  Þ  1x =  – не є 
коренем вихідного рівняння. 
Якщо 2 :x = -  ( ) ( ) ( )3 22 5 2 2 2 24 8 20 4 24 0- - - - × - + = - - + + =  Þ  1 2x = -  – 
це корінь вихідного рівняння. 
3) За теоремою Безу многочлен 3 25 2 24x x x- - +  можна поділити без 
остачі на ( )2x + . Виконаємо ділення "кутом": 
  3 25 2 24x x x- - +  2x +  
  3 22x x+  2 7 12x x- +  
    27 2x x- -   
    27 14x x- -   
    12 24x +   
    12 24x +   
   0   
Запишемо многочлен у вигляді добутку двох множників: 
( )( )3 2 25 2 24 2 7 12x x x x x x- - + = + - + . 
( )( )22 7 12 0x x x+ - + =  Û  2
2 0
7 12 0
x
x x
+ =é
ê - + =ë
 Û  1
2 3
2
3; 4
x
x x
= -é
ê = =ë
 
Відповідь. { }2; 3; 4- . 
4.5.1. Симетричні рівняння третього та четвертого 
степенів 
Раціональне рівняння третього степеня називають 
симетричним, якщо воно має вигляд: 3 2 0ax bx bx a+ + + =  ( )0a ¹ . 
Многочлен лівої части такого рівняння легко розкласти на 
множники та одержати сукупність лінійного і квадратного 
рівнянь: ( ) ( )3 2 30 1 1 0ax bx bx a a x bx x+ + + = Û + + + = Û   
( )( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 0 1 1 0a x x x bx x x a x x bxé ù+ - + + + = Û + - + + = Ûë û  
( ) ( )( )21 0x ax b a x a+ + - + = Û ( )2
1 0
0
x
ax b a x a
+ =é
ê + - + =ë
. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Приклад 20. Розв’язати  рівняння 3 29 9 1 0x x x+ + + = . 
Розв’язання. Еквівалентними перетвореннями розкладемо ліву частину 
рівняння на множники: 
( )( ) ( )3 2 3 2 29 9 1 1 9 9 1 1 9 1x x x x x x x x x x x+ + + = + + + = + - + + + =  
( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 21 1 9 1 1 9 1 8 1x x x x x x x x x x x= + - + + = + - + + = + + + . 
Дорівняємо кожен множник до нуля:  
( )( )2 2
11 0
1 8 1 0
8 1 0 4 15
xx
x x x
x x x
= -é+ =é
+ + + = Û Û êê + + = = - ±ë ë
. 
Відповідь. { }1; 4 15- - ± . 
Раціональне рівняння четвертого степеня називають 
симетричним, якщо воно має вигляд: 4 3 2 0ax bx cx bx a+ + + + =  
( )0a ¹ . 
Приклад 21. Розв’язати  рівняння 4 3 22 2 1 0x x x x- - - + = . 
Розв’язання. ( ) ( )24 3 2 4 3 2 2 2 22 2 1 1 2 2 1 2 1x x x x x x x x x x x x- - - + = + - - - = + - + - =  
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 2 2 1 1 2 1 3x x x x x x x x x x= + × + - - + - = + - + - =  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22 2 22 2 2 2 2 2 2 21 2 1 3 1 4 1 2x x x x x x x x x x x x= + - × + × + - - = + - - = - + - = 
( )( ) ( )( )2 2 2 21 2 1 2 3 1 1x x x x x x x x x x= - + - - + + = - + + + . 
( )( )
2
2 2
2
3 1 0
3 1 1 0
1 0
x x
x x x x
x x
é - + =
- + + + = Û Ûê + + =ë
 
1,2
2
3 9 4 1 1 3 5
2 1 2
дійсних коренів не існує, тому що 1 4 1 1 3 0
x
D
é ± - × × ±
= =êÛ ×ê
= - × × = - <êë
 
Відповідь. 3 5
2
ì ü±
í ý
î þ
.  
4.6. Розв’язання алгебраїчних рівнянь методом введення 
нової змінної 
Для розв’язання алгебраїчних рівнянь часто застосовують 
метод введення нового невідомого. Розглянемо це на прикладах. 
Розділ 4 
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Приклад 22. Розв’язати  рівняння ( ) ( )22 28 12 0x x x x+ - + + = . 
Розв’язання. Нехай 2x x t+ = , тоді одержимо рівняння: 2 8 12 0t t- + = . 
Знайдемо 1 2t = ; 2 6t = . Ось чому треба розв’язати два квадратних 
рівняння: 
2 2
1 2
2 2
3 4
2; 12 2 0
3; 26 6 0
x xx x x x
x xx x x x
= - =é é+ = + - = é
Û Ûê ê ê = - =+ = + - = ëë ë
 
Відповідь. { }3; 2; 1; 2- - . 
Приклад 23. Розв’язати  рівняння 2 2 2
1 18 18 0
2 3 2 2 2 1x x x x x x
-
+ + =
+ - + + + +
. 
Розв’язання. Нехай 2 2 1 ,x x t+ + =  тоді відносно t одержимо рівняння: 
( )( )
21 18 18 17 720 0
4 1 1 4
t t
t t t t t t
- - +
+ + = Þ =
- + + -
.  
Дане рівняння рівносильне сукупності рівнянь: 
( )( )
2
1 2
3 4 5
9, 817 72 0
0, 1, 41 4 0
t tt t
t t tt t t
é = =- + = é
Ûê ê ¹ ¹ - ¹+ - ¹ê ëë
,  
отже 1 9t =  і 2 8t =  – корені цього рівняння. 
Ось чому треба розв’язати два квадратних рівняння:  
2
1 2
2
3,4
2; 42 1 9
1 2 22 1 8
x xx x
xx x
= = -éé + + =
Û êê = - ±+ + = êë ë
 
Відповідь. { }4; 1 2 2; 1 2 2; 2- - - - + . 
Приклад 24. Розв’язати рівняння 2 2
4 3 1
4 8 7 4 10 7
x x
x x x x
+ =
- + - +
. 
Розв’язання. Поділимо чисельник і знаменник дробу на ,x  одержимо 
рівняння: 4 3 17 74 8 4 10x x
x x
+ =
+ - + -
.  
Позначимо 74x t
x
+ = , тоді для t  одержимо рівняння: 4 3 1
8 10t t
+ =
- -
, де 
8t ¹ ; 10t ¹ , тобто 2 25 144 0t t- + = ; 1 16t = ; 2 9t = .  
Далі потрібно розв’язати два рівняння:  
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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2
2
1 2
7 дійсних коренів нема4 9 4 9 7 0
1 77 ; .4 16 7 04 16 2 2
x x xx
x xx xx
x
é + = éê é - + = êÛ Ûê ê ê = =- + =ëê + = ëêë
 
Рівняння 24 9 7 0x x- + =  не має дійсних коренів, тому що його 
дискримінант менше від нуля. 
Відповідь. 1 7;
2 2
ì ü
í ý
î þ
. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Рівняння вигляду ( )( )( )( )x a x b x c x d m+ + + + =  можна 
звести до квадратного, якщо: 
a b c d+ = +  або a c b d+ = +  або a d b c+ = + . 
 
Приклад 25. Розв’язати  рівняння ( )( ) ( )( )4 5 7 8 4x x x x+ + + + = . 
Розв’язання. У нашому прикладі 4 8 5 7+ = + , отже множники лівої частини 
можна згрупувати таким чином: 
( )( ) ( )( ) ( )( )2 24 8 5 7 4 12 32 12 35 4x x x x x x x x+ + × + + = Þ + + + + =é ù é ùë û ë û . 
Позначимо 2 12 32 ,x x t+ + =  тоді 2 12 35 3.x x t+ + = +   
Одержимо рівняння: ( ) 23 4 3 4 0t t t t× + = Þ + - = Þ  1 4;t = -  2 1.t =   
Розв’яжемо два квадратних рівняння: 
2 2
1
2 2
2,3
612 32 4 12 36 0
6 512 32 1 12 31 0
xx x x x
xx x x x
=éé é+ + = - + + =
Û Û êê ê = - ±+ + = + + = êë ë ë
 
Відповідь. { }6; 6 5- ± . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Рівняння виду ( ) ( )4 4x a x b c+ + + =  зводять до 
біквадратного рівняння за допомогою заміни: 
2
a bx t += - . 
Розділ 4 
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Приклад 26. Розв’язати рівняння ( ) ( )4 44,5 5,5 1x x- + - = . 
Розв’язання. Зробимо заміну: 4,5 5,5 5
2
x t t- -= - = + .  
Тоді 4,5 0,5x t- = + ; 5,5 0,5x t- = - .  
Одержимо рівняння для t : 
( ) ( )4 40,5 0,5 1t t+ + - =  Þ  ( ) ( ) ( )
2 22 2 20,5 0,5 2 0,25 1t t té ù+ - - + - =ë û . 
Відкриємо дужки та зведемо подібні члени, одержимо:  
4 2
1,2
1 116 24 7 0
4 2
t t t t+ - = Þ = Þ = ± . 
Якщо 1
1 4,5 0,5 0,5 5,5
2
t x x= Þ - = + Þ = . 
Якщо 2
1 4,5 0,5 0,5 4,5
2
t x x= - Þ - = - + Þ = . 
Відповідь. { }4,5; 5,5 . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Рівняння вигляду 4 3 2 0ax bx cx dx m+ + + + =  називають 
зворотними, якщо 
2
2
a b
m d
= , 0m ¹ .  
Щоб розв’язати зворотне рівняння, треба: 
- поділити обидві частини рівняння на 2x  ( 0x =  – це не є 
розв’язком рівняння);  
- зробити заміну змінних та одержати квадратне рівняння; 
- знайти x . 
 
Приклад 27. Розв’язати  рівняння 4 3 23 2 9 4 12 0x x x x- - - + = . 
Розв’язання. У рівнянні відношення першого коефіцієнта до вільного члена 
та відношення квадрату другого коефіцієнта до квадрату 
передостаннього члена є рівними між собою: ( )
( )
2
2
23 1
12 44
-
= =
-
. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Поділимо вихідне рівняння на 2x . Одержимо 2 2
4 123 2 9 0x x
x x
- - - + = . 
Згрупуємо доданки: 2 22 2
12 4 4 23 2 9 0 3 2 9 0x x x x
x x x x
æ ö æ ö+ - - - = Û × + - × + - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Зробимо заміну змінних: 2x t
x
+ = , одержимо: 
2
2 2
2
2 44t x x
x x
æ ö= + = + + Þç ÷
è ø
 
( )2 2 2 224 4 3 4 2 9 0 3 2 21 0x t t t t tx+ = - Þ - - - = Û - - = Þ 1 3;t =  2
7 .
3
t = -  
Якщо  
2
2 22 23 3 3 2 3 3 2 0xt x x x x x
x x
+
= Þ + = Þ = Þ + = Þ - + = , тоді 
1 1;x =  2 2.x =  
Якщо ( )
2
27 2 7 2 7 3 2 7
3 3 3
xt x x x
x x
+
= - Þ + = - Þ = - Þ × + = - Þ   
23 7 6 0.x xÞ + + =  27 4 3 6 49 72 23 0D = - × × = - = - < Þ  дійсних коренів 
не існує. 
Відповідь. { }1; 2 . 
4.7. Рівняння, що містять змінну під знаком модуля 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Визначення модуля:  
, 0
, 0
x x
x
x x
³ì
= í- <î
;       ( ) ( ) ( )( ) ( )
, 0
, 0
f x f x
f x
f x f x
³ì
= í- <î
 
Властивості модуля: 0;x ³  ;x x³  ;xy x y= ×  2 2;x x=  
xx
y y
= ; x x- = ; ( ) ( )f x f x- = . 
Щоб розв’язати рівняння зі змінною під знаком модуля,  
потрібно: 
- розкрити модуль за визначенням; 
- якщо потрібно, то піднести обидві частини рівняння до  
квадрату; 
Розділ 4 
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- зрівняти до нуля вирази під знаком модуля; 
- нанести одержані значення на числову вісь, (числова вісь 
поділяється на інтервали (проміжки)); 
- розв’язати одержані рівняння на кожному з інтервалів. 
Приклад 28. Розв’язати рівняння 7 1 21 9x x- = - . 
Розв’язання . За визначенням модуля маємо: 
а)  якщо 17 1 0
7
x x- ³ Þ ³ , то 7 1 7 1x x- = - , тоді 117 1 21 9
8
x x x- = - Þ = , 
11 1 ;
8 7
é éÎ + ¥ê êë ë
, отже 11
8
x =  – це корінь рівняння; 
б) якщо 17 1 0
7
x x- < Þ < , то 7 1 1 7x x- = - , тоді 1 7 21 9 10x x x- = - Þ = , 
але 110 ;
7
ù éÏ -¥ú êû ë
, ось чому 10x =  – це не є розв’язком  рівняння. 
Відповідь. 11
8
ì ü
í ý
î þ
. 
Приклад 29. Розв’язати  рівняння 2 4 5 20x x x+ + - = - . 
Розв’язання. Дорівняємо вирази під знаком модуля до нуля: 
2 0 2x x+ = Þ = - ; 4 0 4x x- = Þ = .  
Нанесемо на числову вісь точки 2x = -  і 4x = . Ці точки поділяють 
числову вісь на три інтервали. Позначимо ці інтервали як I, II, III. 
Знайдемо знаки виразів під знаком модуля на кожному інтервалі 
(рис. 4.1). 
 
Рисунок 4.1 
Розв'яжемо рівняння на кожному з інтервалів. 
I. ( )2 2 2x x x+ = - + = - - ; ( )4 4 4x x x- = - - = - + , тоді  
222 4 5 20 2 4 20 5 22 7 ,
7
x x x x x x x x- - - + = - Û - + + = + + Û = Û =  
але ] [22 ; 2 ,
7
Ï -¥ -  ось чому на першому інтервалі рівняння 
2 4 5 20x x x+ + - = -  не має розв’язків. 
II  I  III  
2-  4  
2x +  
4x -  
-  
-  -  
+  +  
+  
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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II. 2 2x x+ = + ; ( )4 4 4x x x- = - - = - + , тоді 
( ) 262 4 5 20 5 2 4 20 5 26
5
x x x x x x+ + - + = - Û = + + Û = Û = , але [ ]26 2; 4
5
Ï - , 
ось чому на другому інтервалі рівняння 2 4 5 20x x x+ + - = -  також не 
має розв’язків. 
III. 2 2x x+ = + ; 4 4x x- = - , тоді 2 4 5 20x x x+ + - = - Û  
2 4 20 5 18 3 6x x x x xÛ - + = - - + Û = Û = . ] [6 4;Î + ¥ , ось чому 6x =  – це 
розв’язок  рівняння. 
Відповідь. { }6 . 
Приклад 30. Розв’язати рівняння 2 1 1x x- = - . 
Розв’язання. Це рівняння можна розв’язувати методом, який розглянуто 
вище, але для даного рівняння з двома модулями, зручніше  
застосовувати таку властивість модуля ( ) ( )( )22f x f x= , отже можна 
піднести обидві частини рівняння до квадрату. 
Тоді, ( ) ( )2 2 2 22 1 1 2 1 1 2 1 1x x x x x x- = - Û - = - Þ - = - Û  
( )2 2 2 1 2
24 4 1 2 1 3 2 0 3 2 0 0;
3
x x x x x x x x x xÛ - + = - + Û - = Û × - = Û = = . 
Відповідь. 20;
3
ì ü
í ý
î þ
. 
4.8. Ірраціональні рівняння 
Ірраціональні рівняння – це рівняння, що містять невідому  
під знаком кореня (радикалу). 
Наприклад, 1 3;x- =  2 5 5;x x+ =  3 3 1 1;x x+ - = -  
1
3 4 0x + =  – це ірраціональні рівняння. 
 
Розділ 4 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Основні методи розв’язання ірраціональних рівнянь: 
1) метод піднесення обох частин рівняння до одного й того ж 
степеня; 
2) метод введення нових змінних (невідомих величин). 
 
При розв’язання ірраціональних рівнянь обов’язково треба 
або зробити перевірку знайдених коренів, або знайти область 
допустимих значень рівняння. 
Приклад 31. Розв’язати рівняння 5 3 7x x- + - = . 
Розв’язання. Знаходимо ОДЗ рівняння: 
5 0 5
:
3 0 3
x x
D
x x
- ³ ³ì ì
Û Ûí í- ³ £î î
x = Æ . 
Відповідь. Æ. 
Приклад 32. Розв’язати  рівняння 3 6 9 2x x- = - . 
Розв’язання. Піднесемо до квадрату обидві частини рівняння, одержимо: 
3 6 9 2 5 15 3x x x x- = - Û = Û = . Виконаємо перевірку. 
Перевірка. При 3:x =  3 6 3 3 6 3;x - = × - =  9 2 9 2 3 3;x- = - × =  
3 3=  Þ  3x =  – це корінь вихідного рівняння. 
Відповідь. { }3 . 
Приклад 33. Розв’язати  рівняння 11 1x x+ = - . 
Розв’язання. Розв'яжемо рівняння двома способами. 
I спосіб (з перевіркою коренів). 
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату та одержимо: 
( ) ( )2 2 2 2 1 211 1 11 1 2 3 10 0 2; 5.x x x x x x x x x+ = - Û + = - + Û - - = Û =- =   
Перевірка. Якщо 1 2x = - : ( )2 11 1 2 9 3 3 3- + = - - Þ = Þ = , це 
означає, що 1 2x = -  – це корінь рівняння. 
Якщо 2 5,x =  тоді 5 11 1 5 16 4 4 4+ ¹ - Þ ¹ - Þ ¹ - , це означає, 
що 2 5x =  – це не корінь рівняння. 
Відповідь. { }2- . 
II спосіб (за допомогою еквівалентних перетворень). 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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( ) ( )2 2 2
11 0 11
1 011 1 1
11 1 11 1 2
x x
xx x x
x x x x x
+ ³ì ì ³ -
ï ï- ³+ = - Û Û £ Ûí í
ï ï+ = - + = - +îî
 
{2
1 2
11 1 11 1 2.2; 53 10 0
x x xx xx x
- £ £ - £ £ìÛ Û Û = -í = - =- - =î
 
Відповідь. { }2- . 
Приклад 34. Розв’язати  рівняння 3 334 3 1x x+ - - = . 
Розв’язання . Знайдемо ОДЗ: x RÎ .  
Піднесемо обидві части рівняння до кубу, застосовуючи формулу:  
( ) ( )3 3 33a b a ab a b b- = - - - . 
Тоді ( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 33 3 3 3334 3 34 3 34 3 1 3x x x x x x+ - - = + - × + - × - - ; 
( )( ) ( )( )3 31 34 3 34 3 3 3 34 3 36x x x x x x= + - × + - - + Þ × + - = Þ  
( )( )3 34 3 12x xÞ + - = . 
Піднесемо обидві части рівняння до кубу ще раз, одержимо: 
2
1 231 1830 0; 61; 30.x x x x+ - = = - =  
Виконаємо перевірку: 
а) якщо 1 61x = - , то 
3 361 34 61 3 3 4 1- + - - - = - + = ; 1 1=  Þ  1 61x = -  – це 
корінь рівняння; 
б) якщо 2 30x = , то 
3 330 34 30 3 4 3 1+ - - = - = ; 1 1=  Þ  2 30x =  – це 
корінь рівняння. 
Відповідь. { }61; 30- . 
Приклад 35. Розв’язати рівняння 3 3 31 3 1 1x x x- - - = + . 
Розв’язання. ОДЗ: x RÎ . Піднесемо обидві части рівняння до кубу: 
( ) ( )3 33 3 31 3 1 1x x x- - - = +  Û  
Û  ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 33 3 3 3 3 31 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 1x x x x x x x- - - × - + - × - + - = +  Û  
Û  ( )3 3 3 31 3 1 3 1 1 3 1 3 1 1x x x x x x x- + - × - × - - - + - = +  Û  
Û  ( )( ) ( )3 333 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1x x x x x x x- - × - - - = - + - + + +  Û  
Û  ( )( ) ( ) ( )3 333 1 3 1 1 3 1 3 1 .x x x x x- - × - - - = - × -  
За умовою: 3 3 31 3 1 1x x x- - - = + , тоді одержимо:  
( ) ( ) ( )333 1 3 1 1 3 1x x x x- - × + = - × - . 
Розділ 4 
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Поділимо обидві части рівняння на 3 і піднесемо їх до кубу: 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31 3 1 1 1 1 3 1 1 1 0x x x x x x x x- - + = - - Û - - + + - = Û
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
2
2
1 0
1 3 1 1 1 0
3 1 1 1 0
x
x x x x
x x x
- =é
é ùÛ - - + + - = Û Ûêë û - + + - =êë
2 2 2
1 1 1
3 3 1 2 1 0 4 0 0
x x x
x x x x x x x
= = =é é é
Û Û Ûê ê ê+ - - + - + = = =ë ë ë
 
Виконаємо перевірку.  
Якщо 1,x =  тоді 3 331 1 3 1 1 1 1- + × - = +  Þ  3 32 2=  Þ  1x =  – це корінь 
рівняння. 
Якщо 0,x =  тоді 3 3 30 1 3 0 1 0 1- + × - = +  Þ  2 1- ¹  Þ  0x =  – це не є 
коренем рівняння. 
Відповідь. { }1 . 
Приклад 36. Розв’язати  рівняння 
7 7 3
7
2
2 2
2 2 2
x x x x
x x
- -
- = ×
+
. 
Розв’язання. Винесемо спільний множник за дужки у лівій частині 
рівняння, зведемо до спільного знаменника і скоротимо на 2: 
2 3
7 7
2
22
2
x xx x
x x
-
- × = ×
+
. 
Помножимо праву і ліву частини рівняння на 7 3
1 2x
x x
+
× , одержимо:  
8 2 32 2
7
3 3 2 3
122 21 1
12
xx xx x
xx x x x
= -é - =æ ö é- -
= Þ = ± Þ Þêç ÷ ê =- = - ëè ø ë
. 
Виконаємо перевірку.  
Якщо 1x = , 
7 7
77 7
2
1 2 1 2 1 1 11 2 0
2 1 2 1 2 1 2
- -
- = × Þ - + = Þ
+ +
 
7 7
7 7
1 2 1 1 10 0 0 0.
1 2 1 2
- + - +
Þ = Þ = Þ =
+ +
 
Також перевіряємо 1x = -  і переконуємося, що 1 1x = ; 2 1x = -  – це корені 
вихідного рівняння.  
Відповідь. { }1; 1- . 
Приклад 37. Розв’язати  рівняння 7 75 3 2
3 5
x x
x x
- +
+ =
+ -
. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Розв’язання. Виконаємо заміну змінної: 7 5
3
xt
x
-
=
+
. Тоді 17 3
5
x t
x
-+ =
-
. 
Одержимо: 
( )
2
22 21 12 2 1 2 2 1 0 1 0 1.tt t t t t t t
t t
+
+ = Û = Û + = Û - + = Û - = Û =  
Отже, 7 5 1
3
x
x
-
=
+
Û
5 1
3
x
x
-
=
+
Û 5 3x x- = + Û 5 3 x x- = + Û 2 2x= Û 1x = . 
Перевірка. Якщо 1,x =  тоді 7 77 75 1 1 3 4 4 1 1 2;
1 3 5 1 4 4
- +
+ = + = + =
+ -
 2 2 1x= Þ =  
– це корінь рівняння. 
Відповідь. { }1 . 
Приклад 38. Розв’язати рівняння 55 26 27x x x x- = . 
Розв’язання . Виконаємо перетворення: 
6 3
5 105 65 10 5x x x x x x x= × = = = ;       
3
5 102 35 10x x x x x x= × = = . 
Виконаємо заміну змінної: 
3
10 0x t= ³ , одержимо 
23 3
25 10x x t
æ ö
= =ç ÷
è ø
.  
Вихідне рівняння запишемо так: 2 226 27 26 27 0t t t t- = Û - - = Þ  
1 227; 1t tÞ = = - . Якщо 0t ³ , то 2 1t = -  – не є коренем  рівняння. 
Якщо 1 27,t =  тоді ( )
10
3 3 10 103
3 1010 10 3 327 27 3 3x x x x
æ ö
= Û = Û = Û = Ûç ÷
è ø
 
59049.xÛ =  
Перевірка. Вихідне рівняння 55 26 27x x x x- =  є еквівалентним до 
рівняння 
3
10 27,x =  отже підставимо 103x =  у це рівняння: 
( )
10
10 333 3 27 59049x= = Þ =  – це корінь вихідного рівняння. 
Відповідь. { }59049 . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які рівняння називають біквадратними? 
2. Який вигляд мають рівняння вищих степенів? 
3. Наведіть схему розв’язання рівнянь вищих степенів. 
s 
Розділ 4 
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4. Які рівняння називають симетричними? 
5. Які рівняння називають зворотними? 
6. Наведіть основні методи розв’язання раціональних рівнянь. 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 10 
I. Розв’яжіть  біквадратні рівняння. 
1) 4 25 4 0x x- + = ;   2) 4 22 8 0x x+ - = ; 
3) 
2
2 8
1
xx
x
æ ö- =ç ÷-è ø
;   4) 4 29 0x x- = ; 
5) 4 16 0x - = ;    6) 4 26 8 0x x- + = . 
II. Розв’яжіть  зворотні рівняння. 
1) 4 3 22 6 2 1 0x x x x- - - + = ; 2) 4 3 23 2 3 1 0x x x x+ + + + = ; 
3) 4 3 26 5 38 5 6 0x x x x+ - + + = ; 4) 4 3 23 8 3 0x x x x+ - - + = ; 
5) 3 23 7 7 3 0x x x- - + = ;  6) 4 3 23 8 12 16 0x x x x- - + + = . 
III. Розв’яжіть рівняння, застосовуючи заміну змінної. 
1) 6 39 8 0x x- + = ;   2) ( ) ( )6 31 28 1 27 0x x- - - + = ; 
3) ( ) ( )8 42 82 2 81 0x x+ - + + = ; 4) 2 2
24 15 2
2 8 2 3x x x x
- =
+ - + -
; 
5) ( ) ( )4 43 5 16x x+ + + = ;  6) ( )( )( )( )1 2 3 4 120x x x x- - - - = ; 
7) 
2
2 2
10 15 3
6 15 8 15
x x x
x x x x
- +
=
- + - +
; 8) ( )2 2
242 18
4
x
x x
+ + =
+
; 
9) ( ) ( )4 43 5 2x x- + - = ;  10) ( ) ( )2 23 8 50x x x x+ + × + + = ; 
11) ( ) ( )22 2 2 43 7 2 5 3 7 2 24 0x x x x x x+ - + + - - = ; 
12) 22
33 6 16
6 8
x x
x x
- + =
- +
. 
IV. Розв’яжіть  рівняння з модулем. 
1) 2x x= + ;    2) 2 2 1x x- + = + ; 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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3) 1 5 20x x+ + - = ;  4) 2 5 96 7
3
xx x -- + = ; 
5) 2 6 4 8 0x x x- + - + = ;  6) 2 3 5x x- + + = ; 
7) 2 1 3 4x x x+ - - = - ;  8) 2 1 3 2 4 1x x x- × + + × - = . 
V. Розв’яжіть  ірраціональні рівняння. 
1) 1 8 3 1x x+ = - + ;  2) 4 2 4x- = ;  3) 3 9x- = ; 
4) 3 3x- = ;    5) 2 210 25 6 9 8x x x x+ + + - + = ; 
6) 2 24 6 2 8 12x x x x- - = - + ;  7) 5 5 30x x
x x
+ +
- = ; 
8) ( ) 21 3 2 4 4x x x x+ + - = + ;  9) 3 32 4 3 1x x+ + - = ; 
10) ( ) ( )( ) ( )2 29 2 11 9 11 10x x x x+ + + + + + = ; 
11) 23 3 2 4x x x- - = + ;   12) ( )3 3 36 3 2x x x- - = - ; 
13) 3 3 35 2 3 6 7 2 0x x x+ + + + - = ; 14) 4 418 5 64 5 4x x+ + - = ; 
15) 3 376 76 8x x+ + - = ;  16) 41 6 1 16x x- + × - = ; 
17) 2 24 6 6 4 6 6 6x x x x x+ + + - + = ; 18) 23 62 2x x x- × + = ; 
19) 
35 5
5
2
2 3 2 3
12 12 2 3
x x x x
x x
- -
- = ×
+
; 20) 33 3 5x x+ = + ; 
21) 
25 5
5
2
2 2
4 2
x x x
x x
- -
- =
+
; 22) 2 24 4 6 9 1x x x x- + + - + = ; 
23) 3 38 4 8 4 2x x+ - - = ;  24) 2 23 6 9 0x x x x+ + + + = ; 
25) 2 1 3 4 1 1x x x x- - + + - - = . 
4.9. Системи алгебраїчних рівнянь 
Системи рівнянь – це декілька рівнянь з двома (або більше) 
змінними. 
Розв’язати систему рівнянь – означає знайти всі її 
розв’язки або довести, що розв’язків не має. 
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Систему називають сумісною, якщо вона має хоча б один 
розв’язок, та несумісною, якщо вона не має жодного розв’язку. 
Дві системи називають рівносильними, якщо вони мають 
однакову множину розв’язків. 
4.9.1. Розв'язання систем лінійних рівнянь 
Систему рівнянь називають лінійною, якщо всі рівняння, які 
належать до системи, є лінійними. 
Якщо система n  лінійних рівнянь містить n  невідомих, то 
можливі три випадки: 
1) система не має розв’язку; 
2) система має тільки один розв’язок; 
3) система має нескінчену множину розв’язків. 
Виконати дослідження системи – це означає, що треба 
визначити, за яких значень коефіцієнтів система має тільки один 
розв’язок; не має розв’язку; має нескінчену множину розв’язків. 
Розглянемо систему лінійних рівнянь з двома невідомими:  
1 1 1
2 2 2
a x b y c
a x b y c
+ =ì
í + =î
, 
де x  і y  – це змінні (невідомі); 1a , 2a , 1b , 2b  – коефіцієнти з 
невідомими; 1c , 2c  – вільні члени. 
Для розв’язання таких систем часто застосовують визначник 
другого порядку. 
Визначник другого порядку (головний визначник системи) 
складається з коефіцієнтів невідомих (змінних): 
 1 1 1 2 2 1
2 2
.a b a b a ba bD = = -  
Числа 1a , 2a , 1b , 2b  називають елементами визначника. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Елементи 1a , 2a  або 1b , 2b , які розміщені за вертикаллю, 
утворюють стовпці визначника. Елементи 1a , 1b  або 2a , 2b , які 
розміщені за горизонталлю, утворюють рядки визначника. 
Елементи 1a , 2b  утворюють головну діагональ визначника. 
Елементи 2a , 1b  утворюють допоміжну діагональ визначника. 
Допоміжний визначник складається з коефіцієнтів змінних 
і вільних членів: 1 1 1 2 2 1
2 2
x
c b
c b c b
c b
D = = - ; 1 1 1 2 2 1
2 2
y
a c
a c a c
a c
D = = - . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Правило Крамера. Якщо головний визначник системи не 
дорівнює нулю, то ця система має тільки один розв’язок: 
xx D=
D
;  yy
D
=
D
.     У цьому випадку: 1 1
2 2
a b
a b
¹ ; 0D ¹ . 
Приклад 39. Розв’язати  систему 
5 4 0
2 7 27
x y
x y
- =ì
í - =î
. 
Розв’язання . 
5 4
27
2 7
-
D = = -
-
; 
0 4
108
27 7x
-
D = =
-
; 
5 0
135
2 27y
D = = ; 
108 4
27
x = = -
-
; 135 5
27
y = = -
-
. 
Відповідь. { }4; 5- - . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо головний визначник дорівнює нулю, а хоча б один з 
допоміжних визначників не дорівнює нулю, то система не має 
розв’язків (несумісна). Умову несумісності можна записати так:  
1 1 1
2 2 2
a b c
a b c
= ¹ ; 0D = ; 0xD ¹ ; 0yD ¹ . 
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Приклад 40. Розв’язати  систему {9 6 33 2 2x yx y- =- = . 
Розв’язання . Обчислимо головний визначник: 9 6 03 2
-D = =
-
. 
Вільні члени не є пропорційними до коефіцієнтів змінних: 9 6 3
3 2 2
-
= ¹
-
. 
3 6 6 0;2 2x
-D = = ¹
-
 9 3 9 0.3 2yD = = ¹  
Відповідь. Система не має розв’язків (несумісна). 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо і головний, і допоміжній визначники дорівнюють 
нулю, то система має нескінчену множину розв’язків. Це можна 
записати так:          1 1 1
2 2 2
a b c
a b c
= = ;    0x yD = D = D = . 
Приклад 41. Розв’язати  систему {3 2 16 4 2x yx y- =- = . 
Розв’язання. Обчислимо визначники системи:  
3 2 0;6 4
-D = =-      
1 2 0;2 4x
-D = =-      
3 1 0.6 2yD = =  
Обчислимо відношення між коефіцієнтами змінних і вільними членами: 
3 2 1
6 4 2
-
= =
-
. Відношення є рівними, отже система має нескінчену 
множину розв’язків. 
Відповідь. система має нескінчену множину розв’язків.  
Приклад 42. Виконати дослідження системи 
( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 2
1 3 3 1
a x a y a
a x a y a
- + - = +ì
í + + + = +î
. 
Розв’язання. Коефіцієнти системи залежать від a . Запишемо головний 
визначник системи: ( )
1 2 3
3
1 3
a a
a a
a a
- -
D = = × -
+ +
. 
1)  Якщо 0a =  та 3a = , тоді головний визначник дорівнює нулю. Ось чому,  
якщо 0a ¹  та 3a ¹ , система має тільки один розв’язок. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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2)  Якщо 0,a =  то коли підставимо це значення у систему, одержимо: 
3 2
3 1
x y
x y
+ = -ì
í + =î
. Знайдемо визначники цієї системи: 
1 3
0;
1 3
D = =  
2 3
9 0;
1 3x
-
D = = - ¹  
1 2
3 0.
1 1y
-
D = = ¹  Це означає, що за умови 0a =  
система не має розв’язків (є несумісною). 
3)  Якщо 3,a =  тоді підставимо це значення у систему та одержимо: 
2 3 5
4 6 10
x y
x y
+ =ì
í + =î
 Þ  5 2
3
xy -= , ось чому за умови 3a =  система має 
нескінчену множину розв’язків виду 5 2;
3
xx -ì üæ öí ýç ÷
è øî þ
, де x RÎ . 
Відповідь. Якщо 0a ¹  та 3a ¹ , система має тільки один розв’язок; 
якщо 0a =  система не має розв’язків (є несумісною); 
якщо 3a =  система має нескінчену множину розв’язків вигляду 
5 2;
3
xx -ì üæ öí ýç ÷
è øî þ
, де x RÎ . 
Розглянемо систему лінійних рівнянь з трьома невідомими: 
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d
+ + =ì
ï + + =í
ï + + =î
, 
де x , y , z  – це невідомі (змінні); 1a , 2a , 1b , 2b , 1c , 2c  – 
коефіцієнти змінних; 1d , 2d , 3d  – вільні члени. 
Для розв’язку таких систем часто застосовують визначники 
третього порядку. 
Вираз, позначений символом 
1 1 1
2 2 2
3 3 3
a b c
a b c
a b c
 називають 
визначником третього порядку. 
Обчислювати визначник третього порядку можна різними 
способами. 
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1. Добуток елементів головної діагоналі та елементів, що 
утворюють трикутник з основами, які є паралельними до головної 
діагоналі, треба взяти зі знаком "+". Добуток елементів 
допоміжної діагоналі та елементів, що лежать на вершинах 
трикутників з основами, які є паралельними до допоміжної 
діагоналі, треба взяти зі знаком "-" (рис. 4.2). 
a 1
a 2
a 3
b 1
b 2
b 3
c 1
c 2
c 3
+   
a 1
a 2
a 3
b 1
b 2
b 3
c 1
c 2
c 3
 
Рисунок 4.2 
Наприклад, ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3
2 3 4 1 3 5 2 2 3 2 4 3
3 2 5
3 3 3 2 3 1 2 2 5 58.
-
- = × × - + × - × + - × - × -
- -
- × × - - × - × - × - × - = -
 
2. Визначник третього порядку можна обчислити за схемою, 
яку надано на рис. 4.3. 
+ + +
a 1
a 2
a 3
b 1
b 3
c 1
c 2
c 3
a 1
a 2
a 3
b 1
b 2
b 3
b 2
 
Рисунок 4.3 
Наприклад, 
6 2 3
20 3 4
6 2 5
-
- =
- -
6 2 3 6 2
20 3 4 20 3
6 2 5 6 2
+ + +
- -
=-
- - -
- - -
 ( )6 3 5× × - +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 6 3 20 2 6 3 3 2 4 6 5 20 2 464.+ - × - × + × × - - × × - - × - × - - × × - = -  
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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3. Визначник третього порядку можна розкласти за 
елементами рядка або стовпця. Розкладемо визначник за 
елементами першого рядка і першого стовпця:  
1 1 1
2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3
3 3 3
a b c b c a c a ba b c a b cb c a c a ba b c
= × - × + × =  
2 2 1 1 1 1
1 2 3
3 3 3 3 2 2
b c b c b ca a ab c b c b c= × - × + ×  
Наприклад, 
3 2 2 5 8 1 8 1 51 5 8 3 2 22 1 4 1 4 24 2 1
- - - -- - = × - × + × =  
( ) ( ) ( )3 5 16 2 1 32 2 2 20 11.= × - + - × + + × + =  
Систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими можна 
розв’язати, застосовуючи правило Крамера: 
xx D=
D
; yy
D
=
D
; zz D=
D
,  якщо 0D ¹ ; 0xD ¹ ; 0yD ¹ ; 0zD ¹ . 
Приклад 43. Розв’язати  систему: 
7 3 5 32
5 2 11
2 3 14
x y z
x y z
x y z
- + =ìï + + =í
ï - + =î
. 
Розв’язання.  
7 3 5
5 2 1 43
2 1 3
-
D = =
-
; 
32 3 5
11 2 1 86
14 1 3
x
-
D = =
-
; 
7 32 5
5 11 1 43
2 14 3
yD = = - ; 
7 3 32
5 2 11 129.
2 1 14
z
-
D = =
-
 
Тоді 86 2
43
xx D= = =
D
; 43 1
43
yy
D -
= = = -
D
; 129 3
43
zz D= = =
D
. 
Відповідь. ( ){ }2; 1; 3- . 
Якщо система лінійних алгебраїчних рівнянь містить більше 
двох невідомих, для її розв'язання зручно використовувати  
метод Гауса. Цей метод складається в послідовному виключенні 
невідомих. Розглянемо використання цього методу за допомогою 
прикладів. 
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Приклад 44. Розв'язати систему рівнянь 
6
2 3 13
3 8
x y z
x y z
x y z
+ + =ì
ï + + =í
ï + + =î
. 
Розв'язання. Помножимо перше рівняння системи на 2 і віднімемо його з 
другого рівняння системи. Помножимо перше рівняння системи на 3 і 
віднімемо його з третього рівняння системи. Одержимо систему рівнянь, 
що буде рівносильна даній: 
6
1
5
x y z
y z
y z
+ + =ìï - = -í
ï + =î
.  
Віднімемо з третього рівняння системи друге, одержимо: 
6
1
3
x y z
y z
z
+ + =ìï - = -í
ï =î
. 
Послідовно із третього, другого й першого рівнянь знаходимо: 3;z =  
1 2;y z= - =  6 1.x y z= - - =  
Відповідь. ( ){ }1; 2; 3 . 
Приклад 45. Розв'язати систему рівнянь: 
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
2 3 2 1
2 2 3 2
3 2 3 2 5
2 3 2 11
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
+ + - =ì
ï - - - =ï
í + - + = -ï
- + + =ïî
. 
Розв'язання. Використовуючи перше рівняння системи, виключаємо 
невідому 1x  з другого, третього й четвертого рівнянь. Для цього з другого 
рівняння віднімемо перше, помножене на 2; з третього віднімемо перше, 
помножене на 3; а з четвертого рівняння віднімемо перше, помножене 
на 2. Одержимо систему рівнянь, що буде еквівалентна даній системі: 
1 2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 2 1
5 8 0
2 5 4 4
7 4 5 9
x x x x
x x x
x x x
x x x
+ + - =ì
ï + - =ï
í + - =ï
+ - = -ïî
 
Використаємо друге рівняння системи і виключимо невідому 2x  з 
третього та четвертого рівнянь системи. Для цього з третього рівняння 
віднімемо друге, помножене на 2
5
, а з четвертого рівняння віднімемо 
друге, помножене на 7
5
. Одержимо: 
1 2 3 4
2 3 4
3 4
3 4
2 3 2 1
5 8 0
9 18 20
4 2 5
x x x x
x x x
x x
x x
+ + - =ì
ï + - =ï
í - =ï
+ =ïî
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Виключимо 3x  з четвертого рівняння. Для цього віднімемо з нього третє 
рівняння, помножене на 4
9
, одержимо: 
1 2 3 4
2 3 4
3 4
4
2 3 2 1
5 8 0
9 18 20
72
9
x x x x
x x x
x x
x
+ + - =ì
ï + - =
ï
- =í
ï
= -ïî
 
Розв'яжемо одержану трикутну систему й знайдемо послідовно: 4
7 ;
18
x = -  
3 4
20 132 ;
9 9
x x= + =     2 3 4
8 1 43;
5 5 18
x x x= - + = -     1 2 3 4
21 2 3 2 .
3
x x x x= - - + =  
Відповідь. 2 43 13 7; ; ;
3 18 9 18
ì üæ ö- -í ýç ÷
è øî þ
. 
4.9.2. Розв'язання систем нелінійних рівнянь 
Ми розглянули деякі способи розв'язання систем лінійних 
рівнянь. Тепер розглянемо, якими способами зручно вирішувати 
системи нелінійних рівнянь. 
Для розв’язання систем нелінійних алгебраїчних рівнянь 
застосовують такі ж методи розв’язання, які використовують для 
розв'язання систем лінійних рівнянь: 
1) метод підстановки: 
2) метод алгебраїчного додавання; 
3) метод заміни змінних. 
Приклад 46. Розв’язати  систему 2 2
7
25
x y
x y
+ =ì
í + =î
 методом підстановки. 
Розв’язання. З першого рівняння системи знайдемо 7y x= - , підставимо у 
друге рівняння системи замість y  вираз 7 x- , одержимо: ( )22
7
7 25.
y x
x x
= -ì
í + - =î
 
Знаходимо x з другого рівняння системи: ( )22 7 25x x+ - = Û  
2 2 2 249 14 25 2 14 24 0 7 12 0x x x x x x xÛ + - + = Û - + = Û - + = Û
1 23; 4x xÛ = Û = . 
Система має два розв’язки:  
Розділ 4 
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а) 1 1
1
7 7 3 4
3
y x
x
= - = - =ì
í =î
;      б) 2 2
2
7 7 4 3
4
y x
x
= - = - =ì
í =î
. 
Відповідь. ( ) ( ){ }3; 4 ; 4; 3 . 
Приклад 47. Розв’язати  систему 
2 2
2 2
4 7 148
3 11
x y
x y
ì + =
í
- =î
 методом алгебраїчного 
додавання. 
Розв’язання. Помножимо друге рівняння на 7 і додамо його до першого. 
Одержимо 225 225x = , тобто 2 9x = , 1,2 3x = ± . 
Підставимо 3x = ±  в одне з рівнянь системи, знайдемо 4y = ± . 
Відповідь. ( ) ( ){ }3; 4 ; 3; 4- - . 
Приклад 48. Розв’язати  систему 
4 5 5 0
1 2 3 2
3 1 7 0
1 2 3 5
x y x y
x y x y
ì - + =ï + - - +ï
í
ï - + =
ï + - - +î
 методом заміни 
змінних. 
Розв’язання. Нехай 1
1
t
x y
=
+ -
; 1
2 3
z
x y
=
- +
. Тоді для t  і z  одержимо 
систему: 
8 10 5 0
16 5 7 0
t z
t z
- + =ì
í + + =î
. 
Помножимо друге рівняння на 2 і додамо до першого. Одержимо: 
138 19
2
t t= - Þ = - . Тоді 1
10
z = .  
Знайдемо x  та y  з системи: 
1 1
1 21 2
1 1 2 7 3.
2 3 10
x y xx y
x y y
x y
ì = -ï ì + = =+ - ìï Þ Þí í í- = = -îîï =
ï - +î
 
Відповідь. ( ){ }2; 3- . 
4.9.3. Однорідні системи рівнянь 
Систему рівнянь називають однорідною,  якщо ліві частини 
її рівнянь – це однорідні многочлени степеня n , а праві частини 
рівнянь – це числа. 
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Многочлен вигляду ( ) 1 1 1 2 2 21 2, ... ... ... ...k l q k l qP x y z A x y z A x y z= + +  
називають однорідним многочленом степеня n , якщо всі його 
члени мають однаковий степінь, який дорівнює :n  
1 1 1 2 2 2... ... ...k l q k l q n+ + + = + + + = = . 
Наприклад, 2 23 9x xy y- +  – це однорідний многочлен 
другого степеня, а 4 3 2 2 3 47 3 3 5x x y x y xy y+ - + +  – це однорідний 
многочлен четвертого степеня. 
Однорідні системи розв’язують за допомогою застосування 
методів алгебраїчного додавання і введення нових змінних. 
Приклад 49. Розв’язати систему рівнянь 
2 2
2 2
3 4 0
2 19
x xy y
x y
ì - + =
í + =î
. 
Розв’язання. Перевіряємо, чи є розв’язок, якщо 0x = . Для цього 
підставимо 0x =  в перше рівняння системи і знайдемо значення :y  
2 2 23 0 4 0 0 0 0y y y y× - × × + = Þ = Þ = . 
Але, якщо 0x =  і 0y =  (з першого рівняння), то це означає: 2 20 2 0 19+ × =  
(з другого рівняння), тобто 0 19=  – це неправильна рівність.  
Отже, 0x =  –не є коренем системи, тоді можна поділити перше рівняння 
на 2.x  Одержимо: 
2
23 4 0
y y
x x
- × + = . Позначимо: y t
x
= , одержимо 
систему: ( )
2
2 2
4 3 0
1 2 19
t t
x t
ì - + =ï
í + =ïî
. З першого рівняння системи: 1 1t =  і 2 3t = . 
Підставимо ці значення у друге рівняння: 
а)  якщо 1 1t =  Þ  1,2
19
3x = ± ; и y t x= ×  Þ  1,2
19
3y = ± ; 
б)  якщо 2 3t =  Þ  3,4 1x = ± ; и y t x= ×  Þ  3,4 3y = ± . 
Відповідь. ( ) ( )19 19 19 19; ; ; ; 1; 3 ; 1; 33 3 3 3
ì üæ ö æ ö
- - - -í ýç ÷ ç ÷
è ø è øî þ
. 
Приклад 50. Розв’язати  систему 
3 2 2
2 2
3 4 0
2
x x y xy
x y
ì - + =
í + =î
. 
Розділ 4 
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Розв’язання. Перевіряємо, чи є розв’язок,  якщо 0x = . Підставимо 0x =  у 
друге рівняння системи, знаходимо: 2 1,22 2y y= Þ = ± . Це означає, 
що маємо два варіанти розв’язку: ( )0; 2 ; ( )0; 2- . 
Розглянемо розв’язок системи, якщо 0x ¹ . Поділимо перше рівняння 
системи на 3x  і позначимо y t
x
= . Одержимо систему: ( )
2
2 2
4 3 0
1 2.
t t
x t
ì - + =ï
í × + =ïî
 
З першого рівняння знайдемо 1 1t = , 2 3t = . Підставимо ці значення у 
друге рівняння. Знайдемо x  і y . 
Відповідь. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0; 2 ; 0; 2 ; 1;1 ; 1; 1 ; 0,2; 3 0,2 ; 0,2; 3 0,2 .- - - - -  
Приклад 51. Розв’язати  систему 
2 2
2 2
3 1
3 3 13
x xy y
x xy y
ì - + = -
í - + =î
. 
Розв’язання. Помножимо перше рівняння на 13 і додамо його до другого  
рівняння, одержимо: 
2 2
2 2
2 2
13 39 13 13
3 3 13
16 40 16 0
x xy y
x xy y
x xy y
+
- + = -
- + =
- + =
 
Поділимо обидві частини цього рівняння на 8, одержимо: 
2 22 5 2 0x xy y- + = . Запишемо нову систему рівнянь, яка буде 
рівносильною до вихідної системи: 
2 2
2 2
3 1
2 5 2 0.
x xy y
x xy y
ì - + = -
í
- + =î
 
З другого рівняння:  якщо 0x =  Þ  0y = , але пара ( )0; 0  не задовольняє 
першому рівнянню системи. Ось чому друге рівняння останньої системи 
можна поділити на 2 0x ¹ . Одержимо: 
2
2 2 22 5 2 0; 0 2 5 2 0.y yx xy y x
x x
æ ö æ ö- + = ¹ Û - × + =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
Нехай y t
x
=  Þ  22 5 2 0t t- + =  Û  1 2,t =  2
1 .
2
t =  Тоді 2 2y y x
x
= Û =  або 
1 2
2
y x y
x
= Û = . Так, вихідна система є рівносильною до сукупності 
систем: 
2 23 1
2
x xy y
y x
ì - + = -
í
=î
 і 
2 23 1
2
x xy y
x y
ì - + = -
í
=î
. 
Розв’язок першої системи: ( ) ( )1; 2 ; 1; 2- - . 
Розв’язок другої системи: ( ) ( )2; 1 ; 2; 1- -  
Рівності. Тотожності. Рівняння. Системи рівнянь 
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Відповідь. ( ) ( ) ( ) ( ){ }1; 2 ; 1; 2 ; 2; 1 ; 2; 1- - - - . 
Приклад 52. Розв’язати систему ( )
( )
22 2
2 2
19
7
x xy y x y
x xy y x y
ì + + = × -ï
í
- + = × -ïî
. 
Розв’язання. Зведемо систему до вигляду однорідної. Перетворимо перше 
рівняння: 2 2 2 2 2 219 38 19 18 39 18 0x xy y x xy y x xy y+ + = - + Þ - + = . 
Ми одержали однорідне рівняння. Перевіряємо, чи є розв’язок, якщо 
0x = . Для цього підставимо 0x =  у рівняння системи і знайдемо 
значення y : якщо 0 0y x= Þ = . Так, система має розв’язок: ( )0; 0 . 
Якщо 0y ¹ , то поділимо це рівняння на 2y . Одержимо: 
2
18 39 18 0x x
y y
æ ö æ ö
× - + =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
2
1 2
3 2; .18 39 18 0
2 3
xx tt yy
t tt t
ìì =ï=ï ïÞí í
ï ï = =- + =î ïî
 
Розв’яжемо дві системи і знайдемо сукупність розв’язків. 
( )
1
2 2 2 1
3 3 3
а) 2 2
27 2
y y x
x x
yx xy y x y y y
ì ì= == ìï ïÞ Þí í í =îï ï- + = - =îî
; 
( )
2
2 2 2 2
2 2
2
3 3б)
3
7 3
x x
x
y y
yx xy y x y y y
ì ì= = = -ìï ïÞ Þí í í = -îï ï- + = - = -îî
. 
Відповідь. ( ) ( ) ( ){ }0; 0 ; 2; 3 ; 3; 2- - . 
4.9.4. Симетричні системи рівнянь 
Вираз ( );P x y  називають симетричним, якщо він не 
змінюється, якщо зробити заміну x  на y  або y  на x . 
Наприклад, ( ) 2 2; ;P x y x xy y= + +  ( ) 2 2; ;P x y x y= +  
( ) 3 3;P x y x y= +  – це симетричні вирази. 
Вирази ( )x y+  та xy  називають основними симетричними 
многочленами з двома змінними. 
Усі симетричні вирази з двома змінними можна записати за 
допомогою основних симетричних многочленів, наприклад: 
Розділ 4 
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( )22 2x xy y x y xy+ + = + - ; ( )22 2 2x y x y xy+ = + - ; 
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
23 3 2 2
3
3
3 .
x y x y x xy y x y x y xy
x y x y xy
+ = + - + = + + - =
= + - + ×
 
Симетрична система рівнянь – це така система, всі 
рівняння якої є симетричними. 
Розв’язувати симетричні системи можна за допомогою 
заміни змінних, де нові змінні – це основні симетричні 
многочлени. 
Приклад 53. Розв’язати  систему ( )
2 2 2 2
6
x y xy
x y
ì + = +
í
+ =î
. 
Розв’язання. Виконаємо заміну: ;u x y= +  .v xy=  Перетворимо многочлен 
2 2x y+ , одержимо ( )22 2 2x y x y xy+ = + - . 
Одержимо нову систему відносно v  і u : 
2 2 2 4
36 2 2 4 8
6
u v v
v v v
u
ì - = +
Þ - = + Þ =í
=î
. 
Так, 1 1
2 2
2; 4;6
4; 2.8
x yx y
x yxy
= =+ =ì
Þí = ==î
 
Відповідь. ( ) ( ){ }2; 4 ; 4; 2 . 
Приклад 54. Розв’язати систему 
4 2 2 4
3 3
6 136
30
x x y y
x y xy
ì + + =
í
+ =î
. 
Розв’язання . Зробимо перетворення: 
а) ( ) ( )( ) ( )22 2 24 2 2 4 2 2 2 26 4 2 4x x y y x y x y x y xy xy+ + = + + = + - + ; 
б) ( ) ( )( )23 3 2 2 2x y xy xy x y xy x y xy+ = + = + - . 
Виконаємо заміну: ;u x y= +  .v xy=  Одержимо нову систему: 
( )
( )
( )
( )
22 2
2
2 4 136 а
б2 30
u v v
v u v
ì - + =ï
í
- =ïî
. 
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З рівняння (б) останньої системи запишемо: 2 302u v
v
- = . Підставимо в 
рівняння (а), одержимо: 
2
2 2
2
30 9004 136 4 136v v
v v
æ ö + = Û + = Ûç ÷
è ø
 
4 2 4 24 136 900 0 34 225 0 5; 3.v v v v v vÛ - + = Û - + = Þ = ± = ±  
З рівняння (б) знайдемо: 2 230 302 2u v u v
v v
- = Û = + . Підставимо у цей 
вийраз знайдені значення v .  
Одержимо: якщо 25 16 4v u u= Þ = Þ = ± ;  
якщо 23 16 4v u u= Þ = Þ = ± ; 
якщо 5v = -  або 3v = - , то дійсних значень u  не існує. 
Остаточно одержимо: 1
1
4
5
u
v
=ì
í =î
;    2
2
4
5
u
v
= -ì
í =î
;    3
3
4
3
u
v
=ì
í =î
;    4
4
4
3
u
v
= -ì
í =î
. 
Вихідна система рівносильна сукупності систем: 
4
5
x y
xy
+ =ì
í =î
;    
4
5
x y
xy
+ = -ì
í =î
;    
4
3
x y
xy
+ =ì
í =î
;    
4
3
x y
xy
+ = -ì
í =î
. 
Перша і друга системи розв’язків не мають.  
Розв’язки третьої системи: ( )1; 3 ; ( )3;1 .  
Розв’язки четвертої системи: ( )1; 3 ; ( )3; 1- - . 
Відповідь. ( ) ( ) ( ) ( ){ }1; 3 ; 3;1 ; 1; 3 ; 3; 1- - - - . 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке система рівнянь? 
2. Що означає розв’язати  систему рівнянь? 
3. Які системи рівнянь називають рівносильними? 
4. Які системи рівнянь називають лінійними? 
5. Назвіть основні методи розв’язань систем рівнянь. 
6. Скільки розв’язків може бути у системи лінійних рівнянь та у 
яких випадках? 
7. З яких елементів складаються головний і допоміжний 
визначники системи лінійних рівнянь? 
8. Що таке однорідна система рівнянь? 
9. Що таке симетрична система рівнянь? 
 
s 
Розділ 4 
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Завдання для самостійної роботи № 11 
I. Обчисліть визначники третього порядку. 
1) 
1 2 3
2 3 1
3 1 2
;  2) 
9 4 1
36 48 30
6 8 6
;   3) 
5 7 2
9 1 3
4 1 6
-
; 
4) 
3 1 1
2 2 5
1 1 3
;  5) 
1 3 2
4 7 11
5 10 13
;   6) 
5 0 0
3 2 1
7 4 5
. 
II. Розв’яжіть системи рівнянь за допомогою визначника. 
1) 
5 2 6 0
7 5 4 0
x y
x y
- - =ì
í - - =î
;  2) 
9 3 2 0
10 6 4 0
x y
x y
+ - =ì
í + - =î
;     3) 
4 3 7
8 6 14
x y
x y
- =ì
í - =î
; 
4) 
4 3 7
3 2 18 0
x y
x y
- =ì
í + - =î
; 5) 
2 3 7
2 9
4 2 11
x y z
x y z
x y z
+ + =ì
ï - + =í
ï - + =î
;     6) 
1
2 3 1
4 5 1
x y z
x y z
x y z
+ + =ì
ï - + =í
ï + - =î
; 
7) 
2 0
2 0
2 0
x y z
x y z
x y z
- + + =ì
ï - + =í
ï + - =î
; 8) 
5 3 2
4 3 2 10
2 3 17
x y z
x y z
x y z
+ - = -ì
ï + + =í
ï - + =î
;    9) 
2 3 6
2 3 4 20
3 2 5 6
x y z
x y z
x y z
- + =ì
ï + - =í
ï - - =î
. 
III. Зробіть  дослідження системи рівнянь. 
1) 
( )
1 0
3 2 3 0
x ay
ax ay a
+ - =ì
í - - + =î
;  2) ( ) ( )
( ) ( )
5 2 3 3 2
3 10 5 6 2 4
a x a y a
a x a y a
+ × + + × = +ì
í + × + + × = +î
; 
3) ( )
22 9 2 3
1
x a y a
x y
ì + - × =ï
í
+ =ïî
;  4) ( )1 2
3
x a y a
ax y a
- + × = +ì
í
+ = -î
; 
5) 
( )
( )
3 4 5 3
2 5 8
m x y m
x m y
+ × + = -ì
í + + × =î
; 6) 
( )
( )
1 8 4
3 3 1
a x y a
ax a y a
+ + =ì
í + + = -î
. 
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IV. Розв’яжіть системи рівнянь, застосовуючи метод Гауса. 
1) 
3
3 7
2 3 0
x y z
x y z
x y z
+ + =ì
ï - + =í
ï + - =î
; 2) 
2
2 4 1
6 3 5
x y z
x y z
x y z
+ - =ì
ï - + =í
ï- + + =î
; 3) 
2 3 8
3 6
2 2 6
x y z
x y z
x y z
+ + =ì
ï + + =í
ï + + =î
; 
4) 
2 5
3 2 2 7
5 2 6 17
x z
x y z
x y z
+ =ì
ï + + =í
ï + + =î
; 5) 
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
2 4 5 2
4 7 8 5
10 18 2 23 3
2 3 0
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
- + - =ì
ï - - - = -ï
í - + - =ï
- + - =ïî
. 
V. Розв’яжіть системи рівнянь, застосовуючи метод 
підстановки або метод алгебраїчного додавання. 
1) 2 7
3 2
x y
x y
+ =ì
í - = -î
;  2) 6 5 8
4 7 2
x y
x y
+ = -ì
í + =î
;  3) 3
8
x xy
y xy
- = -ì
í + =î
;  
4) 
2 3
2 1
x x y
y x y
ì + =ï -
í
ï - = -
-î
; 5) 
2 3 5
2 0
x xy y
y x
ì - - =
í - =î
; 6) 
3 3
3
2 24
3 23
x yx
y yx
ì + =
í
- = -î
; 
7) 
2 23 3
3 2 2
x xy y
y x
ì + - = -
í - =î
; 8) 
2 2
4 4
3
17
x y
x y
ì - =
í
+ =î
. 
VI. Розв’яжіть системи рівнянь, застосовуючи метод заміни 
змінних. 
1) 
2 2
2 2
3 2 11
12
4 3 2
3
x xy y xy
x xy y xy
ì - =ï - -ï
í
ï + = -
- -ïî
;  2) 
2 2
10
3
2 27
x y x y
x y x y
x y
+ -ì + =ï - +í
ï + =î
; 
3) 
1 1
2 2
2 14
41
x y
x y
- -
- -
ì + =
í
+ =î
;    4) 
2
2
5 3 88 6 19
3 3 88 1 2 6
x y x y
x y x y
ì - - + + =ï
í
- - = + +ïî
; 
5) 
2 2
2 2
3 2
5 2
x y x y
x y x y
ì + + - =
í
+ - - =î
;  6) 
3 2 1 2
1 3 2
11
x y
y x
x y
ì - -
- =ï
- -í
ï + =î
. 
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VII. Розв’яжіть системи однорідних рівнянь. 
1) 
2 2
2 2
3 4 2 17
16
x xy y
x y
ì - + =
í
- = -î
;   2) 
3 3
2 2 3
1
2 2
x y
x y y x y
ì + =
í
+ + =î
; 
3) 
( )( )
( )( )
2 2
2 2
16
40
x y x y
x y x y
ì - - =ï
í
+ + =ïî
;   4) 
2 2
2 2
5 6 5 29
7 8 17 43
x xy y
x xy y
ì - + =
í
- + =î
; 
5) 
( )
2 2
2 2
2 3 12
1 7
2
x y xy
x y y
ì + + =ï
í + - =ïî
;  6) 
3 2
2 3
3 158
3 185
x xy
x y y
ì + =
í
+ = -î
. 
VIII. Розв’яжіть симетричні системи рівнянь. 
1) 
2 2 34
2 38
x y
x y xy
ì + =
í + + =î
;    2) 2 2
3 9
7
x xy y
x y xy
+ + =ì
í + + =î
; 
3) ( )( )
( )( )
2 2 3
1 1 8
xy x y
x y
- - = -ì
í + + =î
;   4) ( )( )
3 3 7
5 3
x y
xy x y
ì + =
í + + =î
; 
5) 
3 34 4
5 3
5 6
x y
y x xy
x y xy
ì
+ = - +ï
í
ï + =î
;  6) 
2 2
4 2 2 4
3
21
x xy y
x x y y
ì - + =
í
+ + =î
. 
IX. Розв’яжіть системи рівнянь, застосовуючи різні методи. 
1) 
7 9 2
7 9 2
x y
y x
ì + - - =ï
í
+ - - =ïî
;    2) 
4
3 2 2 34
4
3
x y x y
x x y xy y
ì + + - =ï
í
+ - - =ïî
; 
3) 
( )( )
( ) ( )
2 2 3
2 2 3
1
1
x xy y x y y
x xy y x y y
ì - + - = +ï
í
+ + + = -ïî
; 4) 
3
3
8 3
3 8
x x y
y x y
ì = +
í = +î
; 
5) 
( )( )
3 3 19
8 2
x y
xy x y
ì + =
í + + =î
;   6) 
3
2
9
yx
y x
x y xy
ì
ï - =
í
ï + + =î
; 
7) 
( )( )
( )( )
2 2
2 2
16
40
x y x y
x y x y
ì + - =ï
í
- + =ïî
;  8) ( )
2 2 2 2
6
x y xy
x y
ì + = +
í
+ =î
;9) 
4 4
2 2
17
5
x y
x y
ì + =
í
+ =î
. 
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ФУНКЦІЯ 
 
Лексика розділу 
аргумент argument  论据 
асимптота графіка функції asymptote of graph of 
function 
渐近线的函数图象 
величина size, value 大小，价值 
залежна величина dependent value 依附型价值(因变量) 
змінна величина variable value 变量值 
незалежна величина independent value 独立型价值 
стала величина constant value 常数 
графік функції  graph of function 函数图像 
графік функції опуклий graph of convex  
function 
函数图象（凸） 
графік функції угнутий graph of concave  
function  
函数图象（凹） 
інтервал interval 区间 
закритий інтервал closed interval 封闭的区间 
відкритий інтервал open interval 打开的区间 
критична точка critical point 临界点 
множина значень функції area of function's  
meanings  
价值的范围作用 
область визначення  
функції 
range of function's  
definition  
领域的作用 
перетинати intersect 相交 
розтягання stretching 伸展，拉长 
стиснення compression 压缩，挤压 
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функція function  功能，函数 
алгебраїчна функція algebraic function 代数函数 
дробово-раціональна 
функція 
fractional rational  
function 
合理线性作用函数 
зростаюча функція increasing function  上升函数 
ірраціональна функція irrational function 无理函数 
лінійна функція linear function 线性函数 
логарифмічна функція logarithmic function 对数函数 
монотонна функція monotonous function  单调函数 
непарна функція odd function 奇函数 
неперервна функція continuous function 连续函数 
обернена функція inverse function 反函数 
парна функція even function 偶函数 
показникова функція indicative function 指数函数 
раціональна функція rational function 有理函数 
розривна функція discontinuous function 不连续函数 
спадаюча функція decreasing function  下降函数 
стала функція constant function 常数的函数 
степенева функція sedate function 指数函数 
трансцендентна функція transcendental func-
tion 
超自然函数 
           
5.1. Поняття функції. Основні властивості функції.  
Елементарні функції 
5.1.1. Визначення функції 
Відповідність між множинами X  і Y  називають функцією, 
якщо кожному елементу " x " множини X  ставиться у відповід-
ність тільки один елемент " y " множини Y  (рис. 5.1). 
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Це записують так: ( )y f x= . Читають: "Ігрек дорівнює еф 
від ікс". Змінну величину " x " називають незалежною змінною 
або аргументом. Змінну величину " y " називають залежною 
змінною або функцією. Символ f – це закон, за яким кожному 
значенню " x " поставлено у відповідність значення функції " y ". 
 
Рисунок 5.1 
Область визначення функції (ОВФ) – це множина тих зна-
чень, яких може набувати аргумент " x ", якщо вираз ( )f x  має 
сенс. ОВФ позначають як ( )D f . 
Множина значень функції (МЗФ) – це множина значень 
" y ", яких може набувати сама функція за всіх значеннях аргумен-
ту з області визначення. МЗФ позначають як ( )E f . 
5.1.2. Способи завдання функцій 
Функція є заданою, якщо відомі множини ( )D f , ( )E f  і за-
кон відповідності. Існує три основні способи завдання функції: 
аналітичний, табличний та графічний. 
1. Аналітичний спосіб полягає в тому, що функцію зада-
ють за допомогою формули, наприклад 2y x= , 8 ,y mx=  
5sin3y x= . 
2. Табличний спосіб полягає в тому, що відповідність між 
аргументом і функцією задають у вигляді таблиць. 
1x  
2x  
3x  
4x  
nx  
1y  
2y  
3y  
ny  
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Наприклад, існують таблиці кубів чисел, квадратів чисел, 
тригонометричних функцій, логарифмів і таке інше. 
3. Графічний спосіб полягає в тому, що графік функції 
( )y f x=  надають за допомогою системи координат xOy . 
Щоб побудувати систему координат xOy , візьмемо на пло-
щині дві взаємно-перпендикулярні координатні осі. Ці осі пере-
тинаються в точці O  (рис. 5.2). 
 
Рисунок 5.2. 
Пряму Ox  називають віссю абсцис, а пряму Oy  – віссю ор-
динат. Точка ( )0; 0O  – це початок координат. На кожній осі по-
значають додатний напрямок та одиницю виміру (масштаб).  
Кожна точка M  на координатній площині має дві координа-
ти: абсцису Mx  та ординату My . 
Графіком функції ( )y f x=  називається множина всіх точок 
координатної площини з координатами х і y  (рис. 5.3). 
 
Рисунок 5.3 
( )y f x=  
x  
ix  
iy  
y  
0  
x  
Mx  1  2  
( );M MM x y  
My
y  
1  
2  
0  
1-  
1-  2-  
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Якщо a xÎ  і функція ( )y f x=  визначена за x a= , то зна-
чення функції записують так:  
( )y f a=      або     ( )x ay f a= = ,      або     ( )y a . 
Якщо функцію задано аналітично, вважають, що вона визна-
чена для таких значень аргументу, для яких можна виконати ма-
тематичні операції у формулі, тобто аналітичний вираз має сенс. 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Щоб знайти ( )D f  треба враховувати чотири основних об-
меження. 
1. Якщо 2ny A= , то 0A ³ .     2. Якщо Ay
B
= , то 0B ¹ . 
3. Якщо log ,ay A=  то 0A > .  4. Якщо 
arcsin
arccos
A
y
A
ì ü
= í ý
î þ
, то 1A £ . 
 
Якщо аналітичний вираз функції містить декілька таких ви-
разів, то область його визначення буде перетином областей визна-
чень щодо окремих обмежень.  
Наприклад, для функції 3
2
xy
x
-
=
+
 область визначення 
( )D f  можна записати таким чином: 3 0
2
x
x
-
³
+
. Це означає, що 
2 3x x< - ³U  або ( ) ] [ [ [; 2 3;D f = -¥ - +¥U . 
5.1.3. Монотонність функції 
Функція ( )y f x=  є зростаючою (ä) на інтервалі ] [;a b , 
якщо для будь-яких 1x  і 2x  з цього інтервалу за умови 1 2x x<  ви-
конується нерівність ( ) ( )1 2f x f x< , тобто більшому значенню ар-
гументу відповідає більше значення функції (рис. 5.4 а, б). 
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Рисунок 5.4 
Функція ( )y f x=  є спадною (å) на інтервалі ] [;a b , якщо 
для будь-яких 1x  і 2x  з цього інтервалу за умови 1 2x x<  викону-
ється нерівність ( ) ( )1 2f x f x> , тобто більшому значенню  
аргументу відповідає менше значення функції (рис. 5.5 а, б). 
    
Рисунок 5.5 
Функції, які зростають або спадають на визначеному  
інтервалі називають (строго) монотонними на цьому інтервалі. 
x  1x  
2y  
y  
0  2x  a  b  
1y  
ay  
by  
б) 
x  1x  
2y  
y  
0  2x  a  b  
1y  
ay  
by  
а) 
x  1x  
1y  
y  
0  2x  a  b  
2y  
by  
ay  
б) 
x  1x  
1y  
y  
0  2x  a  b  
2y  
by  
ay  
а) 
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5.1.4. Парність та непарність функції 
Числову множину називають симетричною, якщо для всіх 
x , які належать цій множині, їх протилежні значення ( )x-  також 
належать цій множині. Наприклад, якщо ( )x D fÎ , тоді і 
( )x D f- Î . 
Функцію ( )y f x= , яка визначена на симетричній множині 
( )D f , називають парною (рис. 5.6), якщо для ( )x D fÎ   
виконується рівність ( ) ( )f x f x- = . 
 
Рисунок 5.6 
Наприклад, 2y x=  – це парна функція, тому що ( )D f R=  і 
( ) ( )f x f x- = . У парної функції для протилежних значень " x " 
( a+ , a- ) значення " y " однакове. Графік такої функції є  
симетричним відносно осі Оу. 
Функцію ( )y f x= , яка визначена на симетричній множині 
( )D f , називають непарною (рис. 5.7), якщо для ( )x D fÎ   
виконується рівність ( ) ( )f x f x- = - . 
c  
d  
b-  a-  b  a  0  
y  
x  
( ) ( )f x f x- =  
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Рисунок 5.7 
Наприклад, 3y x=  – це непарна функція, тому що ( )D f R=  
і ( ) ( )3f x x f x- = - = - . 
Графік непарної функції є симетричним відносно початку 
координат.  
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Функція є парною або непарною, якщо: 
1. область її визначення є симетричною; 
2. виконується одна з рівностей ( ) ( )f x f x- = ± . 
Функції, які не є ані парними, ані непарними, називають 
функціями загального вигляду. 
 
Наприклад, 2y x= +  – це функція загального вигляду, тому 
що ( ) ( )f x f x- ¹ ± ; lny x= – це також функція загального ви-
гляду, тому що область її визначення не є симетричною 
( ( )D f R+= ). 
a-  0  
c-  
a  
( ) ( )f x f x- = -  
x  
y  
c  
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5.1.5. Періодичність та обмеженість функції 
Функцію ( )y f x=  називають періодичною з періодом 
0T ¹ , якщо числа ( )x T+  і ( )x T-  також належать до області  
визначення для будь-якого x  з області визначення, та виконується 
рівність ( ) ( ) ( )f x T f x T f x- = + = . 
Число T  називають періодом функції ( )y f x= . 
Наприклад, siny x=  – це періодична функція з періодом 
2T p=  (рис. 5.8). 
 
Рисунок 5.8 
Числа 4p , 6p , 8p  ... 2n p×  також є періодами функції 
siny x= . 
Найменший додатний період називають основним періодом 
функції ( )y f x= . 
Для функції siny x=  основним періодом буде 2T p= . 
Приклад 1. Знайдіть період функцій:  а) 5sin2 2ctg3y x x= + ; 
б) ( )3sin 8tg 5y x xp= + + . 
Розв’язання. а) Період функції 5sin2y x=  дорівнює 1
2
2
T p p= = , а період 
1 4T p=  
x  p  
1 
1-  
0  
2T p=  2T p=  
y  
p-  3
2
p-  2p-  3
2
p  2p   
2
p
-  
2
p
 
siny x=  
Розділ 5 
 152
функції 2ctg3y x=  дорівнює 2 3
T p= . Якщо деяке число поділимо на 
1T p=  і 2 3
T p=  та одержимо цілі числа, то таке число буде p (воно буде 
найменшим).  Це означає, що період заданої функції дорівнює T p= . 
б) Період функції 3siny xp=  дорівнює 1
2 2T p
p
= = , а період функції 
( )8tg 5y x= +  дорівнює 2 1T
p
p= = . Можна зробити висновок, що у за-
даної функції не існує періоду, тому що не існує такого числа, яке би ді-
лилося на 2 і на p  та в результаті можна було б одержати цілі числа. 
Відповідь. а) T p= ; б) періоду T  не існує. 
Функцію ( )y f x=  називають обмеженою, якщо її множина 
значень обмежена.  
Наприклад, значення функції siny x=  не може бути більше 
1 або менше 1- . ( ) [ ]sin 1; 1E x = - .  
Функцію ( )y f x=  називають обмеженою в усій області 
визначення ( )D f , якщо існує таке число 0c > , що ( )f x c<  для 
всіх ( )x D fÎ . 
5.1.6. Інтервали знакосталості, нулі та екстремуми  
функції. Асимптоти функції 
Значення змінної ( )x D fÎ , за яких функція ( )y f x=  дорів-
нює нулю, називають нулями (коренями) функції. 
Наприклад, для функції siny x=  нулями функції будуть точ-
ки x kp= , k ÎZ  (рис. 5.8). 
Якщо функція переходить через нуль, то вона змінює знак. 
Числові інтервали, на яких функція зберігає знак, називають ін-
тервалами знакосталості. 
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Для функції siny x=  інтервалами додатності функції 
( )0y >  будуть інтервали ] [2 ; 2x k kp p pÎ + , а інтервалами 
від’ємності ( )0y <  будуть інтервали ] [2 ; 2x k kp p pÎ - +  
(рис. 5.8). 
Значення змінної 0x x=  з області визначення функції 
( )y f x=  називають точкою мінімуму, якщо є таке d - оточення 
цієї точки ] [0 0;x x xd dÎ - + , що для всіх 0x x¹  виконується не-
рівність ( ) ( )0f x f x< . Значення функції у цій точці ( )0y f x=  
називають мінімальним значенням функції (мінімумом функції). 
Наприклад, для функції siny x=  точками мінімуму будуть 
точки 2
2
x kp p= - + , k ÎZ . Мінімальне значення функції min 1y = -  
(рис. 5.8). 
Значення змінної 0x x=  з області визначення функції 
( )0y f x=  називають точкою максимуму, якщо є таке 
d -оточення цієї точки ] [0 0;x x xd dÎ - + , що для всіх 0x x¹  ви-
конується нерівність ( ) ( )0f x f x> . Значення функції в цій точці 
( )0y f x=  називають максимальним значенням функції (макси-
мумом функції). 
Наприклад, для функції siny x=  точками максимуму будуть 
точки 2
2
x kp p= + , k ÎZ . Максимальне значення функції max 1y =  
(рис. 5.8). 
Точки максимуму і мінімуму називають точками екстре-
муму. Значення функції в точках максимуму і мінімуму назива-
ють екстремумами функції (максимумом і мінімумом функції). 
Розділ 5 
 154
Асимптота графіка функції – це пряма лінія, до якої необ-
межено наближається крива, за умови віддалення її від початку 
координат у нескінченність. 
Асимптоти бувають: вертикальні ( x a= ), горизонтальні 
( y b= ) (рис. 5.9) та похилі ( y kx b= + ) (рис. 5.10). 
Правило побудування асимптот буде розглянуто в розділі 10. 
     
  Рис. 5.9     Рис. 5.10 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Основні властивості функції 
1. Область визначення функції ( )D f . 
2. Множина значень функції ( )E f . 
3. Парність або непарність функції. 
4. Періодичність функції. 
5. Нулі (корени) функції. 
6. Інтервали знакосталості. 
7. Монотонність функції (інтервали зростання, спадання функції). 
8. Екстремум функції (максимум, мінімум). 
9. Обмеженість функції. 
10. Асимптоти функції. 
a  x  
y  
b  a  0 x  
y  
( )y f x=  
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5.1.7. Обернена функція 
Вираз ( )y f x=  визначає функціональну залежність між ар-
гументом x  (незалежною змінною) та функцією y  (залежною 
змінною). Розглянемо іншу функціональну залежність, де неза-
лежною змінною (аргументом) буде змінна y , а залежною змін-
ною (функцією) буде змінна x . Тоді вираз ( )x yj=  буде визнача-
ти функцію, обернену до даної функції ( )y f x= . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Область визначення оберненої функції співпадає з множи-
ною значень вихідної функції ( ) ( )( )D E fj = , а множина зна-
чень оберненої функції співпадає з областю визначення вихідної 
функції ( ) ( )( )E D fj = . 
 
Наприклад, для функції 3y x=  ( ( )D f R=  і ( )E f R= ) обер-
нена функція може бути визначена з рівняння 3x y=  або 3y x=  
( ( )D Rj =  і ( )E Rj = ). 
Функція, яка є оберненою до функції 3y x= , – це функція 
3y x=  ( ( ) ( )D E f Rj = =  і ( ) ( )E D f Rj = = ). 
Розглянемо графік прямої (I) та оберненої (II) функцій 
(рис. 5.11). На графіку крива I – це графік функції 3y x= , а крива 
II – це графік функції 3y x= . На рисунку 5.11 показано також 
графік функції y x= . Якщо порівняти ці графіки, то можна зро-
бити такий висновок: графіки прямої ( 3y x= ) і оберненої 
( 3y x= ) функцій є симетричними відносно прямої y x= . 
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Рисунок 5.11 
5.1.8. Елементарні функції  
Функції, які наведені у таблиці 5.1, можна віднести до осно-
вних елементарних функцій. 
Таблиця 5.1 – Основні елементарні функції 
 Назва функції Формула Читання 
1. Степенева ny x= , x RÎ  ігрек дорівнює іксу у степені ен 
xy a=  ігрек дорівнює а у степені ікс 2. Показникова 
xy e=  ігрек дорівнює е у степені ікс 
logay x=  
0, 1a a> ¹  
ігрек дорівнює логарифму за 
основою а від ікс 
lgy x= , 
10a =  
ігрек дорівнює десятковому 
логарифму від ікс 
3. Логарифмічна 
lny x= , 
a e=  
ігрек дорівнює натуральному 
логарифму від ікс 
siny x=  ігрек дорівнює синусу ікс 
cosy x=  ігрек дорівнює косинусу ікс 
tgy x=  ігрек дорівнює тангенсу ікс 
ctgy x=  ігрек дорівнює котангенсу ікс 
secy x=  ігрек дорівнює секансу ікс 
4. Тригономет-
ричні функції 
cosecy x=  ігрек дорівнює косекансу ікс 
3y x=  
I  
II  
y x=  3y x=  
y  
0  1 
1 
1-  
1-  x  
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Продовження таблиці 5.1 
 Назва функції Формула Читання 
arcsiny x=  ігрек дорівнює арксинусу ікс 
arccosy x=  ігрек дорівнює арккосинусу ікс 
arctgy x=  ігрек дорівнює арктангенсу ікс 
5. Обернені три-
гонометричні 
функції 
arcctgy x=  ігрек дорівнює арккотангенсу ікс 
 
Елементарні функції – це функції, які можна одержати з 
основних елементарних функцій за допомогою арифметичних дій 
або операцій здобуття функції від функції. 
Прикладами елементарних функцій можуть бути функції: 
23 5y x x= + ; 5 2
3
x
y
x
-
= ; ( )23log 1y x x= + + ; 2arctg 1y x= - ; 
cosy x= . 
Елементарні функції можна поділити на два класи (рис. 5.12). 
 
Рисунок 5.12 
 
Елементарні функції 
Алгебраїчні функції 
 
Дробово-раціональні 
Цілі раціональні 
Ірраціональні 
Показникові 
Тригонометричні та 
обернені  
тригонометричні 
Логарифмічні 
Трансцендентні функції 
 
Розділ 5 
 158
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке функція? 
2. Що означає запис ( )y f x=  і як ми його читаємо? 
3. Яку змінну називають аргументом? 
4. Яка змінна є залежною змінною? 
5. Яку множину ми називаємо областю визначення функції? 
6. Що таке множина значень функції? 
7. Які способи завдання функції ви знаєте? 
8. Що таке графік функції? 
9. Які функції монотонно зростають, а які спадають? 
10. Які функції називають парними, а які непарними? 
11. Яку функцію називають оберненою? 
12. Назвіть основні властивості функції. 
13. Що таке період функції? 
14. Дайте визначення асимптотам графіка функції. 
15. Яка з цих функцій є степеневою? 
а) xy a= ; б) ny x= ; в) logay x= ; г) arctgy x= . 
16. Яка з цих функцій є показниковою? 
а) siny x= ; б) xy e= ; в) lny x= ; г) y x= . 
17. Назвіть основні елементарні функції. 
18. На які класи можна поділити елементарні функції? 
19. Наведіть приклади цілої та дробової раціональних функцій. 
20. Яку функцію називають ірраціональною? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 12 
I. Знайдіть область визначення функцій. 
1) 7 6 35 8 13 18 7y x x x x= + + - - ;   2) 225y x= - ;    3) 5
2
xy
x
-
=
-
;  
4) 2
2
1
xy
x
+
=
-
;  5) 1y x= - ;  6) 11y
x
= - ;  
7) ( )lg 1y x= - ;  8) 2logy x= ;  9) 
1
32 xy -= . 
s 
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II. Знайдіть множину значень функцій. 
1) 3 5y x= - ;  2) 22 1y x= + ;  3) 22 3y x= - ;  
4) 
1
xy
x
=
-
;  5) 1 1y x= - + ;  6) 4y x= - ; 
7) 5 5xy = - ;  8) ( )lg 1y x= - ; 9) 
1
5xy = . 
III. Визначте парність або непарність функцій. 
1) 23 2y x= + ;  2) 35 2y x= + ;  3) 2y x x= + ;  
4) 52y x= ;  5) 3 8y x= + ;  6) y x= . 
IV. Знайдіть функцію, обернену до даної. 
1) 2 2y x= + ;  2) 3y x= - ;  3) 5y x= ; 
4) 11y
x
= + ;  5) 3y x= ;  6) 1y x= - ; 
7) lgy x= ;  8) 1xy e -= . 
V. Знайдіть область визначення ( )D f  і множину значень ( )E f  
функції, оберненої до даної. 
1) 2y x= - ;  2) 2 1y x= + ;  3) 2xy = . 
VI. Знайдіть нулі та інтервали знакосталості даних функцій. 
Яка з цих функцій має асимптоти? 
    
2 4y x= -
2- 2
4-
0 x
 
y2)
 
0
2
2
xy +=
1
2- x
y1)
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VII. Визначте інтервали зростання та спадання функцій. Яка з 
цих кривих має асимптоти? 
     
  
VIII. Визначте період функції. 
1) sin 2 ;y x=   2) 3sin ;
2
y x=   3) 3cos ;
5
y x=   
4) sin ;y x=   5) cos ;y x=   6) tg 4 .y x=  
( )22 1y x= - -  
3  2  1 0  x  
y  4)  
2  
2-  
2  
2y x= -  
0  2  x  
y  2)  
0  
( )21 2y x= - +  
3  
x  
y  3)  
2  
2  1 
( )22y x= -  
4  
0  2  x  
y  1)  
4  
5)  
1-  
2-  x  2  
3 4y x x= -  
1 
y  
2 3
3
 
2 3
3
-  
3  
2  
1-  
12y
x
= +  
0  x  
y  6)  
1y
x
=  
0  x  
y  4)  
2 1y x= - +  
1-  1 0  
1 
x  
y  3)  
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5.2. Алгебраїчні функції 
Алгебраїчні функції можна класифікувати за виглядом фор-
мули, якою вони задані (табл. 5.2). 
Таблиця 5.2 –Класифікація алгебраїчних функцій 
Назва функції Вигляд формули Приклад функції Алгебраїчні дії 
Ціла  
раціональна 
функція 
Функція задана 
многочленом 
( ) 0
1
1
n
n
n
n
P x a x
a x a-
= +
+ + +K
 
3 2 5y x x= - +  Додавання, відні-
мання, множення, 
піднесення до сте-
пеня 
Дробово-
раціональна 
функція 
Функцію задано 
відношенням 
двох многочле-
нів 
( ) ( )( )
P x
R x
Q x
=  
2 8 12
5
x xy
x
- +
=
-
 Додавання, відні-мання, множення, 
піднесення до сте-
пеня та ділення. 
Змінна знаходиться 
як у знаменнику, 
так і в чисельнику 
Ірраціональна 
функція ( )
1
ny P x= é ùë û  
23 7y x= -  Змінна знаходиться 
під знаком кореня 
5.2.1. Лінійна функція  
Розглянемо цілу раціональну функцію, яку задано многочле-
ном ( ) 10 1 1n nn n nP x a x a x a x a- -= + + + +K . 
Якщо 1n = , тоді у правій частині рівняння буде многочлен 
першого степеня 0 1y a x a= + . Це лінійна функція. Формулу цієї 
функції записують у вигляді y kx b= + . Тут k  і b  – це деякі фік-
совані числа. 
Графіком лінійної функції є пряма лінія. Для того, щоб побу-
дувати графік цієї функції достатньо знати координати двох точок 
у системі координат xOy . 
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Візьмемо точку ( )0; AA y  і точку ( ); 0BB x  та користуючись 
формулою y kx b= +  знайдемо, що Ay b=  і B
bx
k
= - , 0k ¹ .  
На координатних осях Ox  та Oy  позначимо координати то-
чок ( )0;A b  і ; 0bB
k
æ ö-ç ÷
è ø
. З’єднаємо прямою лінією точки A і B .  
Пряма AB  і буде графіком функції y kx b= +  (рис. 5.13, якщо 
0k >  та рис. 5.14, якщо 0k < ). 
   
Рисунок 5.13    Рисунок 5.14 
Властивості лінійної функції y kx b= + . 
1. Областю визначення лінійної функції є вся числова вісь ( )D y R= . 
2. Множиною значень цієї функції є ( ) ( );E y = -¥ + ¥ . 
3. Функція монотонно зростає, якщо 0k >  (рис. 5.13) і монотон-
но спадає, якщо 0k <  (рис. 5.14). 
4. Нулі функції: 0y = , якщо bx k= - . 
5. Якщо 0k > , тоді 0y >  за умови bx k>- , 0y <  за умови 
bx k< - . 
Якщо 0k < , тоді 0y >  за умови bx k< - , 0y <  за умови 
bx k>- . 
6. Функція загального вигляду. 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Графік функції не має асимптот. 
( )0;A b  
; 0bB
k
æ ö-ç ÷
è ø
 
y  
x  
0k <  
( )0;A b  ; 0bB
k
æ ö-ç ÷
è ø
 
y  
x  
0k >  
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Якщо у формулі y kx b= +  позначити, що 0k = , то отримає-
мо y b= , тобто пряму, яка буде паралельною до осі Ox  
(рис. 5.15). Ця пряма буде графіком сталої функції.  
Якщо у формулі y kx b= +  позначити, що 0k =  і 0b = , то 
одержимо 0y = , пряму, яка співпадає з віссю Ox  (рис. 5.16). 
    
Рисунок 5.15     Рисунок 5.16 
Якщо у формулі y kx b= +  позначити, що 0b = , а 0k ¹ , тоді 
отримаємо y kx= . Цю функцію називають прямою пропорційні-
стю. Графік функції y kx=  – це пряма лінія, яка перетинає поча-
ток координат (рис. 5.17). 
 
Рисунок 5.17 
Розглянемо властивості ще двох функцій y x=  і y x= - . Ці 
функції можна одержати з формули y kx= , якщо 1k = ± . 
y  
x  
y  
x  
0y =  
( )0k =  
b  
y  
x  
y b=  
( )0k =  
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Графіками функцій y x=  (рис. 5.18) і y x= -  (рис. 5.19) бу-
дуть прямі лінії, які перетинають початок координат. 
    
Рисунок 5.18     Рисунок 5.19 
Властивості функції y x=  Властивості функції y x= -  
1. ( )D y R= . 1. ( )D y R= . 
2. ( )E y R= . 2. ( )E y R= . 
3. Нуль функції 0y = , якщо 
0x = . 
3. Нуль функції 0y = , якщо 
0x = . 
4. 0y < , якщо ] [; 0x Î -¥ ; 
0y > , якщо ] [0;x Î + ¥ . 
4. 0y < , якщо ] [0;x Î + ¥ ; 
0y > , якщо ] [; 0x Î -¥ . 
5. Функція зростає на всій обла-
сті визначення. 
5. Функція спадає на всій облас-
ті визначення. 
6. Функція непарна 
( ) ( )y x y x- = - . 
Графік функції є симетричним 
відносно початку координат. 
6. Функція непарна 
( ) ( )y x y x- = - . 
Графік функції є симетричним 
відносно початку координат. 
7. Функція не має екстремумів. 7. Функція не має екстремумів. 
8. Графік функції не має  
асимптот. 
8. Графік функції не має  
асимптот. 
y  
x  
1 
1-  
y  
x  1 
1 
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5.2.2. Степенева функція  
Якщо у виразі для цілої раціональної функції 
1
0 1 1
n n
n ny a x a x a x a
-
-= + + + +K  вважати, що 0a k=  і 
1 2 0na a a= = = =K , то одержимо 
ny kx= .  
Функцію вигляду ny kx= , де n RÎ  називають степеневою 
функцією. 
Якщо 1n = , то маємо y kx=  – пряму пропорційність  
(k  – коефіцієнт прямої пропорційності), а якщо 1n = - , то 1ky
x
=  
– це обернена пропорційність ( 1k  – коефіцієнт оберненої пропо-
рційності). 
Якщо у формулі ny x=  позначити 2n = , то графік функції 
2y x=  буде параболою (рис. 5.20), а якщо 3n = , тоді графік фун-
кції 3y x=  – це кубічна парабола (рис. 5.21).  
        
Рисунок 5.20    Рисунок 5.21 
Властивості функції 2y x=  Властивості функції 3y x=  
1. ( )D f R=  або 
( ) ] [;D f = -¥ + ¥ , або x RÎ . 
1.  ( )D f R=  або 
( ) ] [;D f = -¥ + ¥ , або x RÎ . 
1 
2-  1-  2  1 0  
4  
y  
x  
2y x=  
2  
c-  
3y x=  
x  
y  
8  
1 
1 
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2. ( )E f R+=  або ( ) ] [0;E f = ¥ , 
y  –це додатне число. 
2. ( )E f R=  або 
( ) ] [;E f = - ¥ + ¥ . 
3. Функція має один нуль 
( 0y = , якщо 0x = ). 
3. Функція має один нуль 
( 0y = , якщо 0x = ). 
4. Функція є додатною, якщо 
] [ ] [; 0 0;x Î -¥ + ¥U . 
4. Функція є додатною, якщо 
] [0;x Î + ¥  і від'ємною, якщо 
] [; 0x Î - ¥ . 
5. Функція спадає на інтервалі 
] ]; 0x Î -¥  і зростає на інтер-
валі [ [0;x Î + ¥ . 
5. Функція монотонно зростає 
на всій області визначення. 
6. Функція має мінімум, якщо 
0x = , ( )min 0 0y = . 
6. Функція не має екстремумів. 
7. Функція є парною 
( ( ) ( )y x y x- = ). Графік функ-
ції є симетричним відносно 
осі OY . 
7. Функція є непарною 
( ( ) ( )y x y x- = - ). Графік фун-
кції є симетричним відносно 
початку координат. 
8. Графік функції не має асимп-
тот. 
8. Графік функції не має асимп-
тот. 
Розглянемо ще одну цілу раціональну функцію 
2y ax bx c= + + , яку можна побудувати з многочлена n -го степе-
ня, якщо 2n = . 
Функцію вигляду 2y ax bx c= + + , де 0a ¹ , називають  
квадратичною функцією. 
Областю визначення цієї функції є вся числова вісь, ( )D y R= . 
Графіком функції є парабола. Вітки параболи направлені 
вгору, якщо 0a >  (рис. 5.22) і униз, якщо 0a <  (рис. 5.23). 
Віссю симетрії параболи є пряма 
2
bx
a
= - . 
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ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Координати вершини параболи обчислюються за формулами: 
0 2
bx
a
= - ,          
2
0
4
4
ac by
a
-
= . 
 
Рисунок 5.22     Рисунок 5.23 
Для того щоб побудувати графік функції здійснимо перетво-
рення виразу  2 2 b cy ax bx c a x x
a a
æ ö= + + = + × + =ç ÷
è ø
 
2 2 2 2
2
22 2 2 2 2 4
b b b c b c ba x x a x
a a a a a a a
é ù é ùæ ö æ ö æ ö= + × × + - + = + + - =ê ú ê úç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è øê ú ê úë û ë û
 
( )
2 22 2
2
0 0
4 .
2 4 2 4
b b b ac ba x c a x a x x y
a a a a
-æ ö æ ö= + + - = + + = + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
Таке перетворення називають виділенням повного квадрата. 
5.2.3. Дробово-раціональна функція  
Дробово-раціональна функція ( )y x  визначається відношен-
ням двох многочленів: ( )
( )
1
0 1
1
0 1
...
....
n n
n
m m
m
P xa x a x ay
b x b x b Q x
-
-
+ + +
= =
+ + +
. Областю 
визначення такої функції будуть всі значення x  за виключенням 
( )0 0;A x y  
( )0 0;A x y  
1x  2x  
c  
0  
y  
x  
0x  
0y  
y  
2x  
c  
0  x  
вітка 
параболи 
0x  
0y  
1x  вершина 
параболи 
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таких, в яких знаменник функції дорівнює нулю. Значення ix  
( )i m£ , в яких ( ) 0Q x = , називають точками розриву функції. 
Дробово-раціональною функцією є також і функція ky
x
=  
(обернена пропорційність). 
Функція ky
x
= , якщо 1k = , має вигляд 1y
x
=  (рис. 5.24), а 
якщо 1k = - , має вигляд 1y
x
= -  (рис. 5.25). Розглянемо більш до-
кладно ці функції. 
         
Рисунок 5.24            Рисунок 5.25 
Властивості функції 1y
x
=  Властивості функції 1y
x
= -  
1. ( )D f R= , за виключенням 
0x = . Це можна записати у 
вигляді інтервалів: 
( ) ] [ ] [; 0 0;D f = -¥ + ¥U . 
1. ( )D f R= , за виключенням 
0x = . Це можна записати у 
вигляді інтервалів: 
( ) ] [ ] [; 0 0;D f = -¥ + ¥U . 
2. ( )E f R= , за виключенням 
0y = : 
( ( ) ] [ ] [; 0 0;E f = -¥ + ¥U ). 
2. ( )E f R= , за виключенням 
0y = : 
( ( ) ] [ ] [; 0 0;E f = -¥ + ¥U ). 
y  
x  0  1  
1  
1y
x
=
0  
y  
x  
1  
1-  
1y
x
= -  
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3. Графік функції не перетинає 
вісь Ox , тому нулів функції 
не існує. 
3. Графік функції не перетинає 
вісь Ox , тому нулів функції 
не існує. 
4. Функція набуває від’ємних 
значень ( 0y < ), якщо 
] [; 0x Î -¥  та додатних зна-
чень ( 0y > ), якщо 
] [0;x Î + ¥ . 
4. Функція набуває від’ємних 
значень ( 0y < ), якщо 
] [0;x Î + ¥  та додатних зна-
чень ( 0y > ), якщо 
] [; 0x Î -¥ . 
5. Функція монотонно спадає на 
кожному з інтервалів 
] [; 0x Î -¥  та ] [0;x Î + ¥  
(якщо 2 1x x> , тоді 
( ) ( )2 1f x f x< ). 
5. Функція монотонно зростає 
на кожному з інтервалів  
] [; 0x Î -¥  та ] [0;x Î + ¥  
(якщо 2 1x x> , тоді 
( ) ( )2 1f x f x> ). 
6. Функція не має екстремумів. 6. Функція не має екстремумів. 
7. Функція непарна: 
( ( ) ( )f x f x- = - ). Графік фу-
нкції є симетричним відносно 
початку координат. 
7. Функція непарна: 
( ( ) ( )f x f x- = - ). Графік фу-
нкції є симетричним відносно 
початку координат.  
8. Графік функції не перетинає 
вісі координат. Вісі Ox  та Oy  
– це асимптоти гіперболи. 
8. Графік функції не перетинає 
вісі координат. Вісі Ox  та Oy  
– це асимптоти гіперболи.  
Графіком функції ky
x
=  є гіпербола. Ординати її графіка у k  
разів за модулем є більшими від ординат графіка функцій 1y
x
=  
(рис. 5.26) або 1y
x
= -  (рис. 5.27). 
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Рисунок 5.26    Рисунок 5.27 
Дробово-лінійну функцію можна записати як відношення 
двох лінійних функцій: ax by
cx d
+
=
+
. 
Дробово-лінійну функцію ax by
cx d
+
=
+
, де 0c ¹ , можна також 
записати у вигляді: ky m
x n
= +
-
, де am
c
= , 2
bc adk
c
-
=  та dn
c
= - . 
Одержимо цю формулу за допомогою перетворення формули: 
( ) ( )
ax b ax b acx b acx ad ady
cx d cx d cx d c cx d cx d c cx d
+ + -
= = + = + = +
+ + + + + +
 
( )
( ) ( )
a cx d adb b a ad b
cx d c cx d cx d c c cx d cx d
+ -
+ = + = - + =
+ + + + +
 
( )
2
2
bc ad
a bc ad a bc ad a kc mddc c cx d c c x nxc x
cc
-
- -
= + = + = + = +
+ -æ ö ++ç ÷
è ø
. 
y  
x  0  
k  
1-  
, 0ky k
x
= <  
y  
x  0  1  
k  
, 0ky k
x
= >
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Формула, яку ми одержали, дозволяє побудувати графік фу-
нкції ax b ky m
cx d x n
+
= = +
+ -
 за допомогою паралельного перене-
сення графіка ky
x
=  на n  одиниць вздовж осі Ox  і на m  одиниць 
вздовж осі Oy  (рис. 5.28). 
 
Рисунок 5.28 
Рівняння вертикальної асимптоти має вигляд: a
dx
c
= - ,  
а рівняння горизонтальної асимптоти має вигляд: a
ay
c
= . 
Приклад 2. Побудувати графік функції 3 2
1
xy
x
-
=
+
. 
Розв’язання. У дробово-лінійної функції ax by
cx d
+
=
+
 коефіцієнти 3a = , 
2b = - , 1c =  та 1d = . Обчислимо значення 3am
c
= = , 1dn
c
= - = -  та 
2 5
bc adk
c
-
= = - . Запишемо перетворену формулу функції так: 
3 2 53
1 1
x ky m
x x n x
-
= = + = -
+ - +
. 
( )1 ;O n m  
1y  
1x  
( )0;0O  x  
y  
n  
m  
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Цю ж формулу можна одержати за допомогою перетворення вихідної 
функції: ( )3 1 13 2 3 2 2 1 23 1
1 1 1 1 1 1 1
xx xy
x x x x x x x
+ -- æ ö= = - = - = - - =ç ÷+ + + + + + +è ø
 
3 2 53 3
1 1 1x x x
= - - = -
+ + +
. 
Побудуємо графік функцій 5y
x
= -  (рис. 5.29) та 53
1
y
x
= -
+
 (рис. 5.30). 
      
Рисунок 5.29    Рисунок 5.30 
Відповідь. Графік функції 3 2 53
1 1
xy
x x
-
= = -
+ +
 побудовано за допомогою 
паралельного перенесення графіка функції 5y
x
= -  на 1 одиницю вздовж 
осі Ox  ліворуч та на 3 одиниці вздовж осі Oy  угору. 
5.2.4. Ірраціональна функція  
Якщо 0 1n< < , тоді функція ny x=  буде мати вигляд ny x= . 
Читаємо так: "Ігрек дорівнює кореню енного степеня з іксу". 
Розглянемо властивості функцій y x=  та 3y x= . Їх графі-
ки зображено на рисунках 5.31 і 5.32. 
y  
3  
53
1
y
x
= -
+
 
1-  x  
1-  
y  
x  
5  
5y
x
= -  
5-  
1  
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Рисунок 5.31     Рисунок 5.32 
Властивості функції y x=  Властивості функції 3y x=  
1. ( ) [ [0;D f R+= = + ¥ . 1. ( ) ] [;D f R= = - ¥ + ¥ . 
2. ( ) [ [0;E f R+= = + ¥ . 2. ( ) ] [;E f R= = - ¥ + ¥ . 
3. Нуль функції 0y = , якщо 
0x = . 
3. Нуль функції 0y = , якщо 
0x = . 
4. 0y > , якщо ] [0;x Î + ¥ . 4. 0y > , якщо ] [0;x Î + ¥ ; 
0y < , якщо ] [; 0x Î -¥ . 
5. Функція монотонно зростає, 
якщо ] [0;x Î + ¥ . 
5. Функція монотонно зростає, 
якщо ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
6. Функція має мінімум, якщо 
0x = , ( )min 0 0y y= =  
6. Функція не має екстремумів. 
7. Функція загального вигляду 
( ) ( )y x y x- ¹ ± . 
7. Функція непарна 
( ) ( )y x y x- = - . 
8. Графік функції не має асимп-
тот. 
8. Графік функції не має асимп-
тот. 
Функція ny x=  має властивості функції y x= , якщо n  
парне, та властивості функції 3y x= , якщо n  непарне. 
2-  
8-  
2  
3y x=  
x  
y  
8  1 
1 
1 
2  
1 0  
y  
x  
y x=  
4  
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5.2.5. Функція з модулем 
Розглянемо функцію y x= . Ця функція визначається  
формулою: 
,  якщо 0;
,  якщо 0.
x x
x
x x
³ì
= í- <î
 Графік функції зображено на  
рисунку 5.33. 
Запис y x=  читаємо так: "Ігрек дорівнює модулю ікс". 
  
Рисунок 5.33 
Властивості функції y x=  
1. Область визначення функції ( ) ] [;D f = -¥ + ¥  або x RÎ . 
2. Множина значень функції ( ) [ [0;E f = + ¥  або y R+= . 
3. Функція дорівнює нулю, якщо 0x = . 
4. Функція є додатною на всій області визначення: 0y > , якщо 
x RÎ . 
5. Функція спадає на інтервалі ] [; 0-¥  і зростає на інтервалі 
] [0; + ¥ . 
6. Функція має екстремум (точку мінімуму), якщо 0x = , 
( )min 0 0y y= =  
7. Функція парна: ( ) ( )y x y x= - . 
8. Графік функції не має асимптот. 
y x=  
1 0  2  2-  1-  x  
1 
2  
y  y x=  
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У загальному випадку для функції ( )y f x=  можна записати:  
( )
( ) ( )
( ) ( )
,  якщо 0;
,  якщо 0.
f x f x
f x
f x f x
³ìï= í
- <ïî
 
Наприклад, функцію 3 1y x= - , графік якої зображено на ри-
сунку 5.34 можна записати так: 
3 3
3
3 3
1, якщо 1 0 або 1
1
1, якщо 1 0 або 1
x x x
y x
x x x
ì - - ³ ³ï= - = í
- + - < <ïî
. 
 
Рисунок 5.34 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Яку функцію називають лінійною? 
2. Що таке пряма пропорційність? 
3. Які властивості функції y x=  ви знаєте? 
4. Як називають точку 0x =  для графіка функції 1y
x
= ? 
1-
1
1 
3 1y x= -  
x  
y  
s 
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5. Як називають лінії графіків функцій y kx= , 2y ax= , ky
x
= ? 
6. Назвіть інтервали зростання та спадання функції 2y x= . 
7. Наведіть приклади цілої раціональної функції. 
8. Яку функцію називають  дробово-раціональною? 
9. Що таке ірраціональна функція? 
10. Які властивості має функція y x= ? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 13 
I. Напишіть формули прямої та оберненої пропорційності з 
коефіцієнтом пропорційності 2k = . 
II. Знайдіть вісь симетрії та координати вершини параболи. 
1) 2 7 6y x x= - + ;     2) 22 8 9y x x= - + - ;     3) 2 7 10y x x= + + . 
III. Напишіть рівняння вертикальної асимптоти графіка функції 
2
3
y
x
=
-
. 
IV. Знайдіть ( )1f x + , якщо ( ) 2
2
xf x
x
-
=
-
. 
V. Перетворіть формулу функції 3
2
xy
x
+
=
-
 таким чином, щоб 
вона мала вигляд ky m
x n
= +
-
. 
VI. Побудуйте графіки функцій.  
1) 3y x= - ;     2) 3y x= + ;     3) 2 5 6y x x= - + . 
VII. Напишіть основні властивості функції 7 1y x= - . 
Функція 
 177
5.3. Трансцендентні функції 
5.3.1. Показникова функція 
Функцію, задану формулою xy a= , де 0a > , 1a ¹ , назива-
ють показниковою. 
Читаємо так: "Ігрек дорівнює a  у степені ікс". 
Властивості функції xy a=  
якщо 1a >  (рис. 5.35) якщо 0 1a< <  (рис. 5.36) 
1. Область визначення функції: 
вся числова пряма: x RÎ . 
1. Область визначення функції: 
x RÎ . 
2. Множина значень функції: 
] [0;y Î + ¥ . 
2. Множина значень функції: 
] [0;y Î + ¥ . 
3. Функція загального вигляду. 3. Функція загального вигляду. 
4. Функція монотонно зростає 
на всій числовій прямій. 
4. Функція монотонно спадає на 
всій числовій прямій. 
 
Рисунок 5.35 
 
Рисунок 5.36 
5. Функція не має нулів. Графік 
функції не перетинає вісь Ox .  
5. Функція не має нулів. Графік 
функції не перетинає вісь Ox .  
6. Функція є додатною на всій 
області визначення. 
6. Функція є додатною на всій 
області визначення. 
7. Функція не має екстремумів. 7. Функція не має екстремумів. 
8. Горизонтальна асимптота 0.y =  8. Горизонтальна асимптота 0.y =  
1 
x  
y  
0 1
xy a
a
=
< <
 
1
xy a
a
=
>
 
1 
x  
y  
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5.3.2. Логарифмічна функція 
Функція, яку задано формулою logay x=  ( 0a > , 0a ¹ ) на-
зивають логарифмічною.  
Читаємо так: "Ігрек дорівнює логарифму ікс за основою a ". 
Логарифмом додатного числа x  за основою a  ( )0, 0a a> ¹  
називають показник степеня, до якого треба піднести число a , 
щоб одержати число x .  
Із визначення логарифму можна записати: yx a= . 
Логарифмічна функція logay x=  є оберненою для показни-
кової функції xy a= . Графіки цих функцій є симетричними відно-
сно прямої y x=  (рис. 5.37, 5.38). 
Розглянемо властивості та графік функції logay x= , якщо 
1a >  и якщо 0 1a< < . 
Властивості функції logay x=  
якщо 1a >  (рис. 5.37) якщо 0 1a< <  (рис. 5.38) 
1. Область визначення функції: 
] [0;x Î + ¥ . 
1. Область визначення функції: 
] [0;x Î + ¥ . 
2. Множина значень функції: 
y RÎ . 
2. Множина значень функції: 
y RÎ . 
3. Функція ні парна, ні непарна, 
тобто загального вигляду. 
3. Функція загального вигляду. 
4. Функція зростає на всій обла-
сті визначення. 
4. Функція спадає на всій облас-
ті визначення. 
5. Нулі функції ( )0y = , якщо 
1x = . 
5. Нулі функції ( )0y = , якщо 
1x = . 
6. 0y > , якщо 1x >  та 0y < , 
якщо 0 1x< < . 
6. 0y > , якщо 0 1x< <  та 0y < , 
якщо 1x > . 
7. Функція не має екстремумів. 7. Функція не має екстремумів. 
8. Вертикальна асимптота 0.x =  8. Вертикальна асимптота 0.x =  
Функція 
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Рисунок 5.37 
 
Рисунок 5.38 
5.3.3. Основні тригонометричні функції  
Основними тригонометричними функціями є такі: sin ;y x=  
cos ;y x=  tg ;y x=  ctgy x= . 
Властивості та графік функції siny x=  
1. Область визначення: x RÎ  або ( )D f R= . 
2. Множина значень: [ ]1;1y Î -  або ( ) [ ]1; 1E f = - . 
3. Функція непарна, тому що ( )sin sinx x- = - . Графік функції є 
симетричним відносно початку координат ( )0; 0O . 
4. Функція є періодичною; основний період 2T p= . 
5. Нулі функції: sin 0x = , якщо ,x k kp= ÎZ . 
6. Функція зростає на інтервалах 2 ; 2
2 2
x k kp pp pé ùÎ - + +ê úë û
, k ÎZ  
і спадає на інтервалах 32 ; 2
2 2
x k kp pp pé ùÎ + +ê úë û
, k ÎZ . 
7. Екстремуми функції: а) max 1y = , якщо 2 ,2
x k kp p= + Î Z ; 
б) min 1y = - , якщо 2 ,2
x k kp p= - + Î Z . 
log
0 1
ay x
a
=
< <
 
xy a=  
1 
y  
x  
1 
y  
x  
1 
1 
xy a=  
log
1
ay x
a
=
>
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8. Функція не має асимптот. 
9. 0y > , якщо ( )2 ; 2 1x k kp pÎ +ù éû ë ; 0y < , якщо 
( )2 1 ; 2x k kp pÎ -ù éû ë . 
10. Функція обмежена: [ ]1;1y Î - . 
Графік функції siny x=  зображено на рис. 5.39. Його нази-
вають синусоїдою.  
 
Рисунок 5.39 
Властивості та графік функції cosy x=  
1. Область визначення: x RÎ  або ( )D f R= . 
2. Множина значень: [ ]1;1y Î -  або ( ) [ ]1; 1E f = - . 
3. Функція парна, тому що ( )cos cosx x- = . Графік функції є си-
метричним відносно осі Oy . 
4. Функція є періодичною; основний період 2T p= . 
5. Нулі функції: cos 0x = , якщо  ,
2
x k kp p= + Î Z . 
6. Функція зростає на інтервалі [ ]2 ; 2x k kp p pÎ - + , k ÎZ   
і спадає на інтервалі [ ]; 2x k kp p pÎ + , k ÎZ . 
7. Екстремуми функції: а) max 1y = , якщо 2 ,x k kp= ÎZ ; 
б) min 1y = - , якщо 2 ,x k kp p= + ÎZ . 
8. Функція не має асимптот. 
9. 0y > , якщо ( )2 ; 2 1x k kp pÎ +ù éû ë ; 0y < , якщо ( )2 1 ;2x k kp pÎ -ù éû ë . 
10. Функція обмежена: [ ]1;1y Î - . 
0  
1 
3p  5
2
p  2p  
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p  
2
p  p  p-  2
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Графік функції cosy x=  зображено на рис. 5.40. Його нази-
вають косинусоїдою. 
 
Рисунок 5.40 
Властивості та графік функції tgy x=  
1. Область визначення: ,
2
x k kp p¹ + Î Z  або 
( ) | \ ,
2
D f x x R k k Zp pì üì ü= Î + Îí í ýý
î þî þ
. 
2. Множина значень: y RÎ  або ( )E f R= . 
3. Функція непарна, тому що ( )tg tgx x- = - . Графік функції є 
симетричним відносно початку координат. 
4. Функція є періодичною; основний період T p= . 
5. Нулі функції: sintg 0 0 sin 0 ,
cos
xx x x k k
x
p= Þ = Þ = Þ = ÎZ . 
6. Функція зростає на інтервалах ;
2 2
x k kp pp pù éÎ - + +ú êû ë
, k ÎZ . 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Прямі 
2
x kp p= + , k ÎZ  є вертикальними асимптотами 
9. 0y > , якщо ;
2
x k kpp pù éÎ +ú êû ë
; 0y < , якщо ;
2
x k kp p pù éÎ - +ú êû ë
. 
10. Функція необмежена. 
x  3
2
p
-  0  
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1-  
y  
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Графік функції tgy x=  зображено на рис. 5.41. Його нази-
вають тангенсоїдою. 
 
Рисунок 5.41 
Властивості та графік функції ctgy x=  
1. Область визначення: ,x k kp¹ ÎZ  або 
( ) { }{ }| \ ,D f x x R k k Zp= Î Î . 
2. Множина значень: y RÎ  або ( )E f R= . 
3. Функція непарна, тому що ( )ctg ctgx x- = - . Графік функції є 
симетричним відносно початку координат. 
4. Функція є періодичною; основний період T p= . 
5. Нулі функції: cosctg 0 0 cos 0 , .
sin 2
xx x x k k
x
p
p= Þ = Þ = Þ = + Î Z  
6. Функція спадає на інтервалах ] [;x k kp p pÎ + , k ÎZ . 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Прямі x kp= , k ÎZ  є вертикальними асимптотами. 
9. 0y > , якщо ;
2
x k kpp pù éÎ +ú êû ë
; 0y < , якщо ( ); 1
2
x k kp p pù éÎ + +ú êû ë
. 
10. Функція необмежена. 
3
2
p
-  
p-
 
3
2
p  
2
p
-  x 
0  
2
p  
p
 
y  tgy x=
Функція 
 183
Графік функції ctgy x=  зображено на рис. 5.42. Його нази-
вають котангенсоїдою. 
 
Рисунок 5.42 
5.3.4. Обернені тригонометричні функції  
Функції, що є оберненими до функцій siny x= , cosy x= , 
tgy x= , ctgy x=  на відповідних інтервалах, називають оберне-
ними тригонометричними функціями. Їх позначають так: 
arcsiny x= , arccosy x= , arctgy x= , arcctgy x= . 
Тригонометричні функції siny x=  та cosy x=  не будуть 
монотонними на всій області їх визначення. Ось чому для того, 
щоб побудувати обернені тригонометричні функції, треба виді-
лити їх інтервали монотонності. 
Функція arcsiny x=  
Функція siny x=  зростає на інтервалі ;
2 2
p pé ù-ê úë û
 і набуває 
всіх значень від 1-  до 1. Це означає, що для функції siny x= , 
2 2
xp p- £ £  існує обернена функція. Цю функцію позначають 
arcsiny x=  (читаємо "арксинус ікс"). 
ctgy x=  
2p  p-
 
3
2
p  
2
p
-  x  0  
2
p  
p
 
y  
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Арксинус числа x  – це таке число y  з інтервалу ;
2 2
p pé ù-ê úë û
, 
синус якого дорівнює x : 
( )arcsin sin arcsiny x x x= Þ = , 
2 2
yp p- £ £ , 1 1x- £ £ . 
 
Наприклад: 1arcsin
2 6
p
=  (тому що 1sin
6 2
p
= ; 
2 6 2
p p p
- £ £ ); 
arcsin0 0= ; arcsin1
2
p
= ; ( )arcsin 1
2
p
- = - ; 3arcsin
2 3
p
= . 
Графік функції arcsiny x=  зображено на рис. 5.43. Цей гра-
фік є симетричним до графіку функції siny x= , ;
2 2
x p pé ùÎ -ê úë û
 від-
носно прямої y x= . 
 
Рисунок 5.43 
Основні властивості функції arcsiny x=  
1. Область визначення: ( ) [ ]1; 1D f = - . 
2. Множина значень: ( ) ;
2 2
E f p pé ù= -ê úë û
. 
1 1-  0  x  
arcsiny x=  2
p  
2
p
-  
y  
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3. Функція непарна, тому що ( )arcsin arcsinx x- = . 
4. Нулі функції: 0y = , якщо 0x = . 
5. 0y > , якщо ] ]0;1x Î  та 0y < , якщо [ ]1; 0x Î - . 
6. Функція зростає на всій області визначення. 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Функція не має асимптот. 
9. ( )sin arcsin x x= , якщо [ ]1; 1x Î - . 
10. Функція неперіодична. 
Значення y  оберненої функції arcsiny x=  на відрізку 
;
2 2
y p pé ùÎ -ê úë û
 називають головним значенням та позначають  
arcsin x . Інші значення Arcsiny x=  виражають через його голо-
вне значення формулою: ( )Arcsin arcsin 2x x k k Zp= + Î . 
Функція arccosy x=  
Функція cosy x=  спадає на інтервалі [ ]0; p  і набуває всіх 
значень від 1-  до 1. Це означає, що для функції cosy x= , 
0 x p£ £ , існує обернена функція. Цю функцію позначають 
arccosy x=  (читаємо "арккосинус ікс"). 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Арккосинус числа x  – це таке число y  з інтервалу [ ]0; p , 
косинус якого дорівнює x : 
( )arccos cos arccosy x x x= Þ = , 0 y p£ £ , 1 1x- £ £ . 
Наприклад, 1arccos
2 3
p
=  (тому що 1cos
3 2
p
= ; 0
3
p
p£ £ ); 
arccos1 0= ; ( )arccos 1 p- = ; 1 2arccos
2 3
pæ ö- =ç ÷
è ø
. 
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Важливо пам’ятати, що має місце тотожність:  
( )arccos arccosx xp- = - . 
Цю тотожність можна довести за допомогою графіку функ-
ції arccosy x=  (рис. 5.44). Цей графік є симетричним до графіку 
функції cosy x= , [ ]0;x pÎ  відносно прямої y x= . 
 
Рисунок 5.44 
Основні властивості функції arccosy x=  
1. Область визначення: ( ) [ ]1; 1D f = - . 
2. Множина значень: ( ) [ ]0;E f p= . 
3. Функція загального вигляду: ( )arccos arccosx xp- = - . 
4. Нулі функції: 0y = , якщо 1x = . 
5. 0y > , якщо [ ]1; 1x Î - . 
6. Функція спадна. 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Функція не має асимптот. 
9. ( )cos arccos x x= , якщо [ ]1; 1x Î - . 
10. Функція неперіодична. 
Значення змінної y  оберненої функції arccosy x=  на відріз-
ку [ ]0;y pÎ  називають головним значенням та позначають 
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arccos x . Інші значення Arccosy x=  виражають через його голо-
вне значення формулою: ( )Arccos arccos 2x x k k Zp= - + Î . 
Функція arctgy x=  
Функція tgy x=  зростає на інтервалі ;
2 2
p pù é-ú êû ë
 і набуває на 
ньому всіх числових значень, тому що ( )tgE x R= . Це означає, 
що на цьому інтервалі для функції tgy x=  існує обернена функ-
ція. Цю функцію позначають arctgy x=  (читаємо "арктангенс 
ікс"). 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Арктангенс числа x  – це таке число y  з інтервалу 
;
2 2
p pù é-ú êû ë
, тангенс якого дорівнює x : 
( )arctg tg arctgy x x x= Þ = , 
2 2
yp p- < < , x-¥ < < +¥ . 
Наприклад: arctg 3
3
p
=  (тому що tg 3
3
p
= ; 
2 3 2
p p p
- < < ); 
arctg0 0= ; arctg1
4
p
= ; ( )arctg 3 3
p
- = - ; 3arctg
3 6
p
= ; 
( )arctg 1
4
p
- = - . 
Графік функції arctgy x=  зображено на рис. 5.45. Цей гра-
фік є симетричним до графіка функції tgy x= , ;
2 2
x p pù éÎ -ú êû ë
  
відносно прямої y x= . Прямі 
2
y p= ±  є горизонтальними асимп-
тотами графіка функції arctgy x= . 
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Рисунок 5.45 
Основні властивості функції arctgy x=  
1. Область визначення: ( ) ] [;D f = - ¥ + ¥ . 
2. Множина значень: ( ) ;
2 2
E f p pù é= -ú êû ë
. 
3. Функція непарна: ( )arctg arctgx x- = - . 
4. Нулі функції: 0y = , якщо 0x = . 
5. 0y > , якщо 0x >  та 0y < , якщо 0x < . 
6. Функція зростаюча. 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Асимптоти функції: 
2
y p= -  и 
2
y p= . 
9. ( )tg arctg x x= , якщо ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
10. Функція неперіодична. 
Функція arctgy x=  визначена для ] [;x Î - ¥ + ¥  та є много-
значною. Значення y  називають головним значенням та позна-
чають arctg x . Інші значення Arctgy x=  виражають через його 
головне значення формулою: 
( )Arctg arctgx x k k Zp= + Î . 
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Функція arcctgy x=  
Функція ctgy x=  спадає на інтервалі ] [0; p  і набуває на 
ньому всіх числових значень, тому що ( )ctgE x R= . Це означає, 
що на цьому інтервалі для функції ctgy x=  існує обернена  
функція. Цю функцію позначають arcctgy x=  (читаємо "аркко-
тангенс ікс"). 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Арккотангенс числа x  – це таке число y  з інтервалу 
] [0; p , котангенс якого дорівнює x : 
( )arcctg ctg arcctgy x x x= Þ = , 0 y p< < , x-¥ < < +¥ . 
Наприклад, arcctg0
2
p
=  (тому що ctg 0
2
p
= ; 0
3
p
p< < ); 
arcctg1
4
p
= ; arcctg 3
6
p
= ; ( ) 3arcctg 1
4
p
- = ; 3arcctg
3 3
p
= ; 
( ) 5arctg 3 6
p
- = - . 
Важливо пам’ятати, що має місто тотожність:  
( )arcctg arcctgx xp- = - . 
Графік функції arcctgy x=  зображено на рис. 5.46. Цей гра-
фік є симетричним до графіку функції ctgy x= , ] [0;x pÎ  відно-
сно прямої y x= .  
Прямі 0y =  і y p=  є горизонтальними асимптотами графіка 
функції arcctgy x= . 
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Рисунок 5.46 
Основні властивості функції arcctgy x=  
1. Область визначення: ( ) ] [;D f = - ¥ + ¥ . 
2. Множина значень: ( ) ] [0;E f p= . 
3. Функція загального виду: ( )arcctg arcctgx xp- = - . 
4. Нулів функції не існує. 
5. 0y > , якщо ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
6. Функція спадна. 
7. Функція не має екстремумів. 
8. Асимптоти функції: y p=  та 0y = . 
9. ( )ctg arcctg x x= , якщо ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
10. Функція неперіодична. 
Функція arcctgy x=  визначена для ] [;x Î - ¥ + ¥  та є мно-
гозначною. Значення y  називають головним значенням та по-
значають arcctg x . Інші значення Arcctgy x=  виражають через 
його головне значення формулою: ( )Arcctg arcctgx x k k Zp= + Î . 
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Дайте відповідь на запитання 
1. Назвіть властивості графіків тригонометричних функцій: 
а) siny x= ; б) cosy x= ; в) tgy x= ; г) ctgy x= . 
Який вигляд мають ці графіки? 
2. Назвіть властивості графіків обернених тригонометричних 
функцій: а) arcsiny x= ; б) arccosy x= ; в) arctgy x= ; 
г) arcctgy x= . 
Який вигляд мають ці графіки? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 14 
I. Обчисліть значення функцій. 
1) 2log 8y = ;     2) 5log 1y = ;     3) 1
2
log 4y = ;     4) 3
1log
243
y = . 
II. Знайдіть область визначення функцій. 
1) 
1
2 xy = ;     2) 
2 91
2
x
y
-
æ ö= ç ÷
è ø
;     3) 13 xy -= . 
III. Знайдіть значення тригонометричних функцій для 390x = o , 
420x = o , 330x = o . 
1) siny x= ;     2) cosy x= ;     3) tgy x= ;     4) ctgy x= . 
IV. Знайдіть значення обернених тригонометричних функцій 
(усно). 
1) arcsin 0; 2) 1arcsin
2
æ ö-ç ÷
è ø
; 3) 2arcsin
2
;  
4) arccos0 ; 5) 3arccos
2
æ ö
-ç ÷
è ø
; 6) arccos1; 
7) arctg1; 8) arctg 3 ; 9) arctg0; 
10) ( )arcctg 1- ; 11) 3arcctg
3
; 12) arcctg0. 
s 
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5.4. Способи побудови графіків функцій 
Аналіз графіків елементарних функцій дозволяє зробити на-
ступний висновок. Якщо нам відомо, який вигляд має графік фу-
нкції ( )y f x= , то можна побудувати графік більш складної фун-
кції за допомогою геометричних перетворень.  
Розглянемо деякі способи побудови графіків за допомогою 
геометричних перетворень. 
1. Графік функції ( )y A f x= ×  можна побудувати на основі 
графіка ( )y f x=  за допомогою збільшення всіх ординат цього 
графіка в A разів, якщо 1A > , та зменшення ординат графіка в A 
разів, якщо 0 1A< <  (рис. 5.47). 
 
Рисунок 5.47 
Приклад 3. Побудуйте графік функції 22y x= . 
Розв’язання. Спочатку побудуємо графік  
функції 2y x= .  
Збільшимо всі ординати цього графіка у 2 
рази та одержимо графік функції 22y x=  
(рис. 5.48). 
Відповідь. Графік функції 22y x=  зображено 
на рис. 5.48 безперервною лінією. 
 
Рисунок 5.48 
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2. Графік функції ( )y f xa= ×  можна побудувати на основі 
графіка ( )y f x=  за допомогою розтягування графіка відносно 
осі Ox , якщо 1a >  і стискання графіка відносно осі Ox , якщо 
0 1a< < . 
Приклад 4. Побудуйте графіки функцій sin 2y x=  та sin
2
xy = . 
Розв’язання. Складемо таблицю деяких значень функцій siny x= , 
sin 2y x=  та sin
2
xy =  (табл. 5.3). 
Таблиця 5.3 – Значення функцій siny x= , sin 2y x= , sin
2
xy =  
x  2p±  
3
2
p
-  p-  
2
p
-  0  
2
p  p  
3
2
p  
sin
2
xy =  0  2
2
-  1-  2
2
-  0  2
2
 1 2
2
 
siny x=  0  1 0  1-  0  1 0  1-  
sin 2y x=  0  0 0  0 0  0 0  0 
 
Основним періодом функції siny x=  є 2T p= . Тоді основний період 
функції sin 2y x=  дорівнює 1
2
2
T p p= = , а основний період функції 
sin
2
xy =  дорівнює 2
2 41
2
T p p= = . 
Побудуємо графіки всіх трьох функцій  за даними таблиці 5.3 (рис. 5.49). 
 
Рисунок 5.49 
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Висновок. Графік функції sin 2y x=  одержимо з графіка функції siny x=  
стисненням його вздовж осі Ox .  Графік функції sin
2
xy =  одержимо 
розтягненням графіка функції siny x=  вздовж осі Ox . 
Відповідь. Графік функції sin 2y x=  зображено на рис. 5.49 точковою ліні-
єю. Графік функції sin
2
xy =  зображено на рис. 5.49 штриховою лінією.  
3. Графік функції ( )y f x b= +  можна побудувати за допомо-
гою паралельного перенесення графіка ( )y f x=  вздовж осі Ox  
на величину x b=  ліворуч (у від’ємному напрямку осі Ox ), якщо 
0b >  і праворуч (у додатному напрямку осі Ox ), якщо 0b < . 
Приклад 5. Побудуйте графіки функцій ( )22y x= +  та ( )22y x= - . 
Розв'язання. Складемо таблицю деяких значень функцій ( )22y x= - , 
2y x=  і ( )22y x= +  (табл. 5.4). 
Таблиця 5.4 – Значення функцій ( )22y x= - , 2y x= , ( )22y x= +  
x  –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 
( )22y x= -  36 25 16 9 4 1 0 1 4 
2y x=  16 9 4 1 0 1 4 9 16 
( )22y x= +  4 1 0 1 4 9 16 25 36 
 
Побудуємо графіки цих функцій за даними таблиці 5.4 (рис. 5.50). 
 
Рисунок 5.50 
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Висновок. Графік функції ( )22y x= +  можна побудувати паралельним пе-
ренесенням графіка 2y x=  на 2 одиниці вздовж осі Ox  ліворуч (у  
від’ємному напрямку осі Ox ), а графік функції ( )22y x= -  можна побу-
дувати паралельним перенесенням графіка 2y x=  на 2 одиниці вздовж 
осі Ox  праворуч (у додатному напрямку осі Ox ). 
Відповідь. Графік функції ( )22y x= +  зображено на рис. 5.50 точковою лі-
нією. Графік функції ( )22y x= -  зображено на рис. 5.50 штриховою лі-
нією.  
Приклад 6. Побудуйте графік функції 1
3
y
x
=
+
. 
Розв’язання. Спочатку побудуємо графік функції 1y
x
= . Зробимо його па-
ралельне перенесення на 3 одиниці ліворуч (за правилом побудування 
графіка функції ( )y f x b= + ). Одночасно буде здійснено паралельне пе-
ренесення вертикальної асимптоти гіперболи 1y
x
=  також на 3 одиниці 
ліворуч. Отже, графік функції 1y
x
=  має дві асимптоти: 3x = -  і 0y = . 
Знайдемо координати точки перетину графіка з віссю Oy : 0x = ; 1
3
y = . 
 
Рисунок 5.51 
Відповідь. Графік функції 1
3
y
x
=
+
 зображено на рис. 5.51 безперервною 
лінією.  
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4. Графік функції ( )y f x M= +  можна побудувати за допо-
могою паралельного перенесення графіка ( )y f x=  на величину 
y M=  у додатному напрямку осі Oy  (угору), якщо 0M >  і у 
від’ємному напрямку осі Oy  (униз), якщо 0M < . 
Приклад 7. Побудуйте графіки функцій 2 2y x= +  и 2 2y x= - . 
Розв’язання. Складемо таблицю деяких значень функцій 2 2y x= - , 2y x=  
и 2 2y x= +  (табл. 5.5). 
Таблиця 5.5 – Значення функцій 2 2y x= - , 2y x= , 2 2y x= +  
x  –3 –2 –1 0 1 2 3 
2 2y x= -  7 2 -1 -2 -1 2 7 
2y x=  9 4 1 0 1 4 9 
2 2y x= +  11 6 3 2 3 6 11 
Побудуємо графіки цих функцій за даними таблиці 5.5 (рис. 5.52). 
 
Рисунок 5.52 
Висновок. Графік функції 2 2y x= -  одержимо паралельним перенесенням 
графіка 2y x=  на 2 одиниці униз вздовж осі Oy , а графік функції 
2 2y x= +  одержимо паралельним перенесенням графіка 2y x=  на 2 оди-
ниці угору вздовж осі Oy . 
Відповідь. Графік функції 2 2y x= -  зображено на рис. 5.52 штриховою лі-
нією. Графік функції 2 2y x= +  зображено на рис. 5.52 точковою лінією.  
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Приклад 8. Побудуйте графік функції 1 2y
x
= - . 
Розв’язання. Спочатку побудуємо графік функції 1y
x
= .  
Зробимо паралельне перенесення цього графіка на 2 одиниці униз (за 
правилом побудування графіка функції ( )y f x M= + ). Одночасно здій-
снюється паралельне перенесення горизонтальної асимптоти гіперболи 
1y
x
=  також на 2 одиниці униз. Отже, графік функції 1 2y
x
= -  має дві 
асимптоти: 0x =  та 2y = - .  
Графік функції перетинає вісь Ox . Якщо 0y = , то одержимо: 1 2 0
x
- = , 
тобто 1
2
x =  (рис. 5. 53). 
 
Рисунок 5.53 
Відповідь. Графік функції 1 2y
x
= -  зображено на рис. 5.53 безперервною 
лінією.  
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5. Графік функції ( )y f x= -  можна побудувати за допомо-
гою симетричного відображення графіка функції ( )y f x=  відно-
сно осі Ox . 
Приклад 9. Побудуйте графіки функцій ( )23 2y x= - +  та ( )23 2y x= - - - . 
Розв’язання. Складемо таблицю деяких значень цих функцій (табл. 5.6). 
Таблиця 5.6 – Значення функцій ( )23 2y x= - +  та ( )23 2y x= - - -  
x  1 2 3 4 5 
( )23 2y x= - +  6 3 2 3 6 
( )23 2y x= - - -  -6 -3 -2 -3 -6 
 
Побудуємо графіки цих функцій за даними таблиці 5.6 (рис. 5.54). 
 
Рисунок 5.54 
Висновок. Графік функції ( )23 2y x= - - -  одержимо симетричним відо-
браженням графіка ( )23 2y x= - +  відносно осі Ox . 
Відповідь. Графік функції ( )23 2y x= - +  зображено на рис. 5.54 безперер-
вною лінією. Графік функції ( )23 2y x= - - -  зображено на рис. 5.54 
штриховою лінією.  
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Приклад 10. Побудуйте графік функції 2cos3y x= - . 
Розв’язання. Побудуємо одну півхвилю графіка функції cosy x= . Стиснемо 
її вздовж осі Ox  з коефіцієнтом «3». Одержимо графік функції cos3y x= . 
Тепер розтягнемо одержаний графік вздовж осі Oy  з коефіцієнтом «2», а 
потім зробимо симетричне відображення відносно осі Ox . Одержимо 
графік функції 2cos3y x= -  (рис. 5.55). На рисунку 5. 55 а зображено од-
ну півхвилю графіка, а на рисунку 5. 55 б – декілька хвиль графіка. 
    
Рисунок 5.55 
Відповідь. Графік функції 2cos3y x= -  зображено на рис. 5.55 (б) безпере-
рвною лінією.  
6. Графік функції ( )y f x= -  можна побудувати за допомо-
гою симетричного відображення графіка функції ( )y f x=  відно-
сно осі Oy . 
Приклад 11. Побудуйте графіки функцій 2xy =  та 2 xy -= . 
Розв’язання. Складемо таблицю деяких значень цих функцій (табл. 5.7). 
Таблиця 5.7 – Значення функцій 2xy =  та 2 xy -=  
x  –3 –2 –1 0 1 2 3 
2xy =  
1
9
 1
4
 1
2
 1 2 4 9 
2 xy -=  9 4 2 1 1
2
 1
4
 
1
9
 
Побудуємо графіки цих функцій за даними таблиці 5.7 (рис. 5.56). 
0  
2-  
1-  
6
p-  6
p  
2
p-  
2cos3y x= -  
x  
y  
1 
2  
2
p  
а) 
0  
1-  
2-  
2
p  
3
p-  
2cos3y x= -  
6
p-  6
p  
2
p-  x  
y  
1 
2  
3
p  
б) 
Розділ 5 
 200
 
Рисунок 5.56 
Висновок. Графік функції 2 xy -=  одержимо симетричним відображенням 
графіка 2xy =  відносно осі Oy . 
Відповідь. Графік функції 2xy =  зображено на рис. 5.56 безперервною лі-
нією. Графік функції 2 xy -=  зображено на рис. 5.56 штриховою лінією.  
Приклад 12. Побудуйте графік функції y x= - . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції y x=  та симетрично відобразимо 
його відносно осі Oy . 
    
Рисунок 5.57 
Відповідь. Графік функції y x= -  зображено на рис. 5.57 безперервною 
лінією.  
7. Графік функції ( )y f x=  можна побудувати на основі гра-
фіка функції ( )y f x=  за допомогою симетричного відображення 
відносно осі Ox  тієї частини графіка, яка лежить під віссю Ox  
( )( )0f x < . Частина графіка над віссю Ox  ( ( ) 0f x > ) залишається 
без змін. 
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Приклад 13. Побудуйте графік функції 2 4 3y x x= - + . 
Розв’язання. Складемо таблицю деяких значень функції 2 4 3y x x= - +  
(табл. 5.8). 
Таблиця 5. 8 – Значення функції 2 4 3y x x= - +  
x  0 1 2 3 4 
2 4 3y x x= - +  3 0 -1 0 3 
Із розв’язання рівняння 2 4 3 0x x- + =  знаходимо, що нулями функції 
будуть два значення: 1x =  та 3x = . 
Знайдемо координати вершини параболи: 
0
4 2
2 2
bx
a
= - = =  та 
2
0
4 4 1 3 16 1
4 4
ac by
a
- × × -
= = = - . 
За одержаними результатами побудуємо графік функції 2 4 3y x x= - +  
(рис. 5.58). 
Інтервалами додатності ( )0y >  для цієї функції будуть інтервали 
] [ ] [;1 3;x Î -¥ + ¥U . Інтервалом від’ємності буде ] [1; 3x Î .  
Із визначення модуля функції запишемо:  
] [ ] [
( ) ] [
2
2
2
4 3, если  ;1 3;
4 3
4 3 , если  1; 3
x x x
x x
x x x
ì - + Î -¥ + ¥ï- + = í
- - + Îïî
U
 
На інтервалі ] [ ] [;1 3;x Î -¥ + ¥U  значення функцій 2 4 3y x x= - +  та 
2 4 3y x x= - +  співпадають і за величиною, і за знаком, а на інтервалі 
] [1; 3x Î  значення функцій співпадають за величиною, але протилежні 
за знаком. 
 
Рисунок 5.58 
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Висновок. Графік функції 2 4 3y x x= - +  одержимо з графіка функції 
2 4 3y x x= - +  симетричним відображенням відносно осі Ox  тієї частини 
графіка, що знаходиться нижче осі Ox . 
Відповідь. Графік функції 2 4 3y x x= - +  зображено на рис. 5.58 безперер-
вною лінією.  
8. Графік функції ( )y f x=  можна побудувати з графіка фу-
нкції ( )y f x=  таким чином: графік функції ( )y f x=  зберігаєть-
ся тільки, якщо 0x ³ , та відображається симетрично відносно осі 
Oy  (рис. 5.59). 
 
Рисунок 5.59 
Приклад 14. Побудуйте графік функції 2 2 1y x x= - + . 
Розв’язання. Враховуючи визначення модуля, функцію 2 2 1y x x= - +  мо-
жна записати таким чином: 
] ]
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2 1,  якщо ; 0 ;
2 1
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Складемо таблицю значень функції на відповідних інтервалах за цими 
формулами (табл. 5.9). 
Таблиця 5.9 – Значення функції 2 2 1y x x= - +  
x  -3 -2 -1 0 1 2 3 
y  4 1 0 1 0 1 4 
За даними цієї таблиці побудуємо графік функції (рис. 5.60). 
( )y f x=  
x  0  
y  
( )y f x=  
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Рисунок 5.60 
Висновок. Як ми бачимо з рис. 5.60, графік функції 2 2 1y x x= - +  одержа-
но з графіка функції 2 2 1y x x= - +  симетричним відображенням частини 
графіка відносно осі Oy ,  якщо 0x ³ . 
Відповідь. Графік функції 2 2 1y x x= - +  зображено на рис. 5.60 безперер-
вною лінією.  
Приклад 15. Побудуйте графік функції 2 2 3y x x= - - . 
Розв’язання. Задана функція містить як модуль аргументу, так і модуль 
функції.  
Перепишемо формулу заданої функції у вигляді: ( )21 4y x= - - . 
Побудуємо параболу квадратичної функції ( )21 4y x= - -  без модуля 
аргументу. Це буде графік функції 2y x= , який паралельно перенесено 
на «1» праворуч вздовж осі Ox  та на «4» униз вздовж осі Oy . Віссю си-
метрії графіка буде пряма 1x = . Координатами вершини параболи бу-
дуть 0 1x =  і 0 4y = -  (рис. 5.61). 
 
Рисунок 5.61 
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Графік функції ( )21 4y x= - -  одержимо з графіка ( )21 4y x= - -  симе-
тричним відображенням частини графіка, якщо 0x ³  відносно осі Oy  
(рис. 5.62). 
 
Рисунок 5.62 
Графік модуля функції ( )21 4y x= - -  одержимо симетричним відо-
браженням відносно осі Ox  частини графіка функції ( )21 4y x= - - , яка 
знаходиться нижче осі Ox  (рис. 5.63). 
 
Рисунок 5.63 
Відповідь. Графік функції 2 2 3y x x= - -  зображено на рис. 5.63 безпере-
рвною лінією.  
x  0  1 2  3  1-  2-  3-  
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4  
2  
3  
y  
5  
4-  
3  3-  
1-  
2-  
3-  
x  0  1 2  1-  2-  
y  
Функція 
 205
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Як побудувати графіки функцій: а) ( )y A f x= × ; 
б) ( )y f xa= × ; в) ( )y f x a= + ; г) ( )y f x A= + , якщо відо-
мий графік функції ( )y f x= ? 
2. Як побудувати графіки функцій ( )y f x= -  і ( )y f x= - , якщо 
відомий графік функції ( )y f x= ? 
3. Як побудувати графіки функцій ( )y f x=  і y f x= , якщо ві-
домий графік функції ( )y f x= ? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 15 
I. Побудувати ескізи графіків функцій. 
1) 1 3y x= - ;   2) 3 2 6x y+ = ;   3) 2 2y x= - ;   4) ( )22y x= - ; 
5) 3y
x
= ;   6) 5y
x
= - ;   7) 53y
x
= - ;   8) 3
5
xy
x
-
=
+
;   9) 1y x= + ; 
10) 1 2y x= + ;   11) 5xy e -= ;   12) ( )3log 2y x= + ;   13) sin2y x= ; 
14) sin
3
xy = ; 15) cos
2
xy pæ ö= +ç ÷
è ø
. 
s 
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АЛГЕБРАЇЧНІ НЕРІВНОСТІ 
 
Лексика розділу 
визначення модуля determination of modulus 绝对值得绝对性 
виключити eliminate 排除 
вихідний basic 基础 
вище, ніж higher than 比...大  
від’ємний negative 负的 
графічне розв’язання graphic solution  曲线图解 
графічно graphically 曲线图 
додатний positive 正的 
задовольняти satisfy 符合，适应 
заштрихувати hatch 画（曲线）图 
ірраціональна нерівність irrational inequality 无理不等式 
квадратна нерівність quadratic inequality 二次不等式 
координатний кут angle of coordinate 角度 
лінійна нерівність linear inequality 一次不等式 
мати сенс have sense 有含义 
метод інтервалів method of intervals 求区间的方法 
містити contain 包含 
можливо possible 可能 
найбільше число the biggest number 最大值 
нерівність inequality 不等式 
нижче, ніж lower than 比...小 
окремо separately 分离的 
площина surface 平面 
Алгебраїчні нерівності 
 207 
поза кола outside of circle 圆外 
позначити point 标出 
протилежний opposite 相反的，对立的 
співпадати concur (with) 一致，相符 
сукупність unit 最小整数；基数 
у загальному вигляді in whole 以公共形式 
усередині кола inside of circle  圆内 
   
6.1. Нерівності. Основні теореми рівносильності нерівностей 
Вирази, з'єднані знаками більше (> ), менше (< ), більше або 
дорівнює (³ ), менше або дорівнює (£ ) називають нерівностями. 
( ) ( )f x g x> ; ( ) ( )f x g x< ; ( ) ( )f x g x³ ; ( ) ( )f x g x£  – це 
нерівності.  
Розв'язки нерівності – це такі значення змінної, за якими 
задана нерівність буде правильною числовою нерівністю. 
Розв’язати нерівність – це означає, що треба знайти всі її 
розв'язки або довести що їх немає.  
Дві нерівності з однією змінною називають рівносильними 
(еквівалентними), якщо розв’язки цих нерівностей співпадають. 
При розв’язанні нерівностей застосовують теореми щодо  
рівносильності нерівностей. При цьому області визначення одер-
жаної та вихідної нерівностей співпадають. 
Теорема 1. Якщо до обох частин нерівності додати (відняти) 
однакове число (вираз), то одержимо нерівність, яка буде рівно-
сильною до вихідної нерівності. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x Q x P x T x Q x T x> Û ± > ± . 
Наприклад, 2 27 7 0 0x x x x x+ < Û < Û < . 
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Теорема 2. Якщо будь-який доданок нерівності перенести у 
другу частину з протилежним знаком, то одержимо нерівність, 
яка буде рівносильною до вихідної нерівності. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x T x Q x P x Q x T x+ > Û > - . 
Наприклад, 2 24 3 4 3 0x x x x- > - Û - + > . 
Теорема 3. Якщо обидві частини нерівності помножити (по-
ділити) на однакове додатне число (вираз), то одержимо нерів-
ність, яка буде рівносильною до вихідної нерівності. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 0;P x Q x T x x R P x T x Q x T x> > Î Û × > × . 
Наприклад, 1 5 30
6
x x³ - Û ³ - . 
Теорема 4. Якщо обидві частини нерівності помножити (по-
ділити) на однакове від’ємне число (вираз) і змінити знак нерів-
ності на протилежний, то одержимо нерівність, яка буде рівноси-
льною до вихідної нерівності. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 0;P x Q x T x x R P x T x Q x T x> < Î Û × < × . 
Наприклад, 7 21 3x x- £ Û ³ - . 
6.2. Лінійні та квадратні нерівності 
Лінійними нерівностями з однією змінною називають нері-
вності вигляду ax b> ; ax b< ; ax b£ ; ax b³ . 
Приклад 1. Розв’яжіть нерівність ( ) ( ) ( )3 2 4 6 2 5x x x+ - - > - . 
Розв’язання. Розкриємо дужки та зробимо необхідні перетворення: 
( ) ( ) ( )3 2 4 6 2 5 3 6 4 24 2 10 30 2 10x x x x x x x x+ - - > - Û + - + > - Û - + > - Û  
40 40 402 30 10 3 40 ;
3 3 3
x x x x x x- ù éÛ - - > - - Û - >- Û < Û < Û Î -¥ú ê- û ë
. 
Розв'язком вихідної нерівності буде відкритий інтервал від "мінус" не-
скінченості до сорока третіх. 
Відповідь. 40;
3
x ù éÎ -¥ú êû ë
. 
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Приклад 2. Розв’яжіть нерівність 4,2 2 1,5 1,1
3
x x+ > - . 
Розв’язання. Помножимо обидві частини нерівності на (3) та зробимо пере-
творення: ( )4,2 2 1,5 1,1 4,2 2 3 1,5 1,1
3
x x x x+ > - Û + > × - Û  
4,2 2 4,5 3,3 2 4,5 3,3 4,2 2,5 7,5x x x x xÛ + > - Û - > - - Û - > - Û  
7,5 3
2,5
x x-Û < Û <
-
. 
Відповідь. ] [; 3x Î -¥ . 
Нерівності вигляду 2 0,ax bx c+ + >  2 0,ax bx c+ + ³  
2 0ax bx c+ + <  або 2 0ax bx c+ + £ , де 0a ¹  називають квадрат-
ними нерівностями або нерівностями другого степеня. 
Якщо є нерівність, де 0a < , то можна помножити обидві ча-
стини нерівності на ( )1-  і змінити знак нерівності на протилеж-
ний, та одержати нерівність, рівносильну до вихідної, де 0a > .  
Спираючись на вищезгадане, проаналізуємо розв’язання не-
рівностей вигляду 2 0ax bx c+ + > , 2 0ax bx c+ + < , якщо 0a > .  
У процесі розв'язання квадратних нерівностей враховують 
властивості квадратної функції, графіком якої є парабола. Розгля-
немо три загальні випадки. 
I. Якщо 0D < , 0a > , тоді нерівність 2 0ax bx c+ + >  є прави-
льною за умови, що x RÎ  (парабола розташована вище осі Ox ), а 
нерівність 2 0ax bx c+ + <  не має розв'язків (парабола розташова-
на нижче осі Ox , тобто x ÎÆ ). 
Приклад 3. Розв’яжіть нерівність 23 4 0x x+ + > . 
Розв’язання. Знайдемо дискримінант квадратного рівняння 23 4 0x x+ + = : 
47 0.D = - <  З огляду на те, що 3 0a = >  маємо додатний знак виразу 
23 4x x+ +  на всій числовій осі, тобто x RÎ . 
Відповідь. ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
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II. а) Якщо 0D > , 0a >  та 2 0ax bx c+ + > , тоді цю нерівність 
можна записати у вигляді:  
( )( ) ( )( ) ] [ ] [1 2 1 2 1 20 0 ; ;a x x x x x x x x x x x- - > Û - - > Þ Î -¥ + ¥U . 
(Парабола перетинає вісь Ox  у двох точках 1x  і 2x , її вітки на-
прямлені вгору. Розв'язками даної нерівності будуть інтервали, на 
яких парабола розташована вище осі Ox ) 
б) Якщо 0D > , 0a >  та 2 0,ax bx c+ + <  тоді цю нерівність 
можна записати у вигляді: 
( )( ) ( )( ) ] [1 2 1 2 1 20 0 ; .a x x x x x x x x x x x- - < Û - - < Þ Î  
(Парабола перетинає вісь Ox  у двох точках 1x  і 2x , її вітки на-
прямлені вгору. Розв'язками даної нерівності будуть інтервали, на 
яких парабола розташована нижче осі Ox ) 
Приклад 4. Розв’яжіть нерівність 2 2 3 0x x- - > . 
Розв’язання. 1 0a = > ; 1 216 0 1; 3.D x x= > Þ = - =  Тому, 
2 2 3 0x x- - > Û  
( ) ( ) ] [ ] [1 3 0 ; 1 3; .x x xÛ + - > Þ Î -¥ - + ¥U  
Відповідь. ] [ ] [; 1 3; .xÎ -¥ - +¥U  
III. а) Якщо 0D = , 0a >  та 2 0,ax bx c+ + >  тоді цю нерівність 
можна записати у вигляді: 
( ) ( ) ] [ ] [2 20 0 0 00 0 ; ;a x x x x x x x× - > Û - > Þ Î -¥ + ¥U . 
(Парабола має з віссю Ox  одну спільну точку 0x , її вітки напрям-
лені вгору. Розв'язками даної нерівності буде вся числова вісь Ox , 
за винятком спільної точки 0x ). 
б) Якщо 0D = , 0a >  та 2 0,ax bx c+ + <  тоді цю нерівність 
можна записати у вигляді: 
( ) ( )2 20 00 0a x x x x x× - < Û - < Þ ÎÆ . 
(Парабола має з віссю Ox  одну спільну точку 0x , її вітки напрям-
лені вгору. Оскільки ліва частина нерівності може приймати тіль-
ки від'ємні значення, то розв'язків немає). 
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Приклад 5. Розв’яжіть нерівність 24 12 9 0x x- + - > . 
Розв’язання. Помножимо обидві частини нерівності на ( )1- , одержимо: 
24 12 9 0.x x- + <  Тоді: 1 2 34 0; 0 .2a D x x= > = Þ = =  Тому 
24 12 9 0x x- + < Û  
23 0
2
x xæ öÛ - < Þ ÎÆç ÷
è ø
. 
Відповідь. x ÎÆ . 
6.3. Розв’язання раціональних нерівностей методом  
інтервалів 
Раціональною нерівністю називається нерівність, до якої 
належать тільки раціональні функції (вирази). 
Нерівності, які мають вигляд ( ) 0nP x >  (або ( ) 0;nP x <  
( ) 0;nP x ³  ( ) )0 ,nP x £  ( )( ) 0
n
m
P x
Q x
>  (або ( )
( )
0;n
m
P x
Q x
<  ( )
( )
0;n
m
P x
Q x
³  
( )
( )
0n
m
P x
Q x
£ ) зручно розв’язувати за допомогою методу інтервалів. 
Маємо: ( )nP x , ( )mQ x , ( )
( )
( )
n
m
P x
R x
Q x
=  – це раціональні функції 
(многочлени степенів n  і m , тобто 
( ) 1 20 1 2 1...n n nn n nP x a x a x a x a x a- - -= + + + + + ; 
( ) 1 20 1 2 1...m m mm m mQ x b x b x b x b x b- - -= + + + + + ). 
Метод інтервалів базується на важливій властивості раціо-
нальної функції: в інтервалі між двома сусідніми критичними то-
чками раціональна функція приймає тільки додатні, або тільки ві-
д'ємні значення, тобто зберігає знак. 
Якщо ми розглядаємо двочлен ( ),x a-  тоді точка x a=  ді-
лить числову вісь на дві частини: праворуч від точки a  двочлен 
( )x a-  приймає додатні значення, а ліворуч від точки a  двочлен 
( )x a-  приймає від’ємні значення (рис. 6.1). 
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Рисунок 6.1 
Для застосування методу інтервалів треба додержуватися 
наступної послідовності дій. 
1. Раціональну нерівність зводимо до стандартного вигляду: 
( )
( )
0n
m
P x
Q x
>  або ( )
( )
0n
m
P x
Q x
<  (у випадку строгої нерівності), 
( )
( )
0n
m
P x
Q x
³  або ( )
( )
0n
m
P x
Q x
£  (у випадку нестрогої нерівності). 
2. Чисельник і знаменник лівої частини нерівності розкла-
даємо на множники. 
3. Знаходимо всі критичні точки раціональної функції. 
4. Розбиваємо числову вісь критичними точками на скінче-
не число інтервалів. 
5. Визначаємо знак лівої частини нерівності на кожному з 
інтервалів, тобто на інтервалі праворуч від найбільшого значення 
критичної точки ставимо знак «+», у наступному за ним інтервалі 
( з права наліво) ставимо знак «– », потім – знак «+», потім – знак 
«– » і таке інше. Важливо розуміти, що вищевикладене стосується 
тільки многочленів стандартного вигляду, тобто якщо перед 
змінною кожного множника такого многочлена є знак «+».  
На практиці зустрічаються многочлени, множники яких ма-
ють вигляд ( )i xa - . У цьому випадку праворуч від найбільшої 
критичної точки (числа) не обов’язково буде знак «+». Ось чому 
нерівності, де у лівій частині є такі множники, доцільно 
розв’язувати таким чином: знайти знак лівої частини нерівності 
на будь-якому інтервалі (не обов’язково на останньому інтервалі 
праворуч), а далі на сусідніх інтервалах будуть протилежні знаки. 
x  
+  
a  
-  
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6. Записуємо розв'язок нерівності у вигляді інтервалів. Тоді 
множиною всіх розв’язків нерівностей ( )
( )
0n
m
P x
Q x
>  або ( )
( )
0n
m
P x
Q x
³  
буде об’єднання всіх інтервалів, де поставлено знак «+». А мно-
жиною всіх розв’язків нерівностей ( )
( )
0n
m
P x
Q x
<  або ( )
( )
0n
m
P x
Q x
£  буде 
об’єднання всіх інтервалів, де поставлено знак «– ». При цьому, 
якщо нерівність є нестрогою, то точки, які відповідають множни-
кам чисельника, помічаємо на числовій осі повними колами. А 
точки, які відповідають множникам знаменника – порожніми ко-
лами. Якщо нерівність є строгою, тоді всі точки помічаємо поро-
жніми колами. 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
При розв'язанні нерівностей потрібно знайти ОДЗ нерівно-
сті та перевірити, чи задовольняють одержані результати області 
допустимих значень (ОДЗ). 
ОДЗ нерівності – це множина всіх значень невідомого, за 
якими обидві частини нерівності мають сенс. 
 
Розглянемо більш докладно застосування методу інтервалів 
для розв'язання цілих раціональних і дробово-раціональних нері-
вностей з одним невідомим. 
Будь-яку раціональну нерівність n -ого степеня з одним неві-
домим можна звести до стандартного (або канонічного) виду: 
1 2
0 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + > ; 
1 2
0 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + ³ ; 
або  1 20 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + < ; 
1 2
0 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + £ . 
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Розглянемо загальну схему розв'язання таких нерівностей за 
допомогою методу інтервалів, на прикладі нерівності вигляду: 
1 2
0 1 2 1... 0
n n n
n na x a x a x a x a
- -
-+ + + + + > . 
Для цього виконаємо наступні дії. 
1. Розкладемо ліву частину нерівності на множники:  
( ) ( ) ( )1 20 1 2 ... 0k
m m m
ka x x x x x x- × - × × - > . 
2. Запишемо множники лівої частини нерівності з непарни-
ми показниками як множники першого степеня, а множники з па-
рними показниками можна не записувати, тому що вони не змі-
нюють знак нерівності. Обов'язково запишемо значення x , за яки-
ми множники із парними показниками перетворюються на нуль. 
Тоді нерівність приймає вигляд: 
( ) ( ) ( )1 20 ... 0nj j ja x x x x x x- × - × × - > ; 
якщо 0 0,a >  тоді вихідна нерівність рівносильна нерівності 
( )( ) ( )1 2 ... 0nj j jx x x x x x- - - > , якщо 0 0a < , тоді вихідна нерівність рів-
носильна нерівності ( )( ) ( )1 2 ... 0nj j jx x x x x x- - - < . 
3. Позначимо на числовій осі числа 
1 2
, , ,
nj j j
x x xK  (
nj
x  – най-
більше число) (рис. 6.2). 
 
Рисунок 6.2 
4. Поставимо знак "+" праворуч від 
nj
x  і проведемо "криву 
знаків" через кожне число 
nj
x  (рис. 6.3). 
  
Рисунок 6.3 
– – 
+ + 
1j
x  
2j
x  
nj
x  x  
1j
x  
2j
x  
nj
x  x  
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5. Виберемо знак, який визначено у вихідній нерівності (у 
нашому випадку – це знак "+") і запишемо відповідь у вигляді ін-
тервалів (рис. 6.4). Одночасно виключимо зі знайдених розв'язків 
ті значення невідомого, за якими множники лівої частини нерів-
ності з парними показниками перетворюються на нуль. 
  
Рисунок 6.4 
Запишемо відповідь у вигляді: 
1 2
; ;
nj j j
x x x xù éù éÎ + ¥û ë û ëU . 
Приклад 6. Розв’яжіть нерівність ( )( )1 5 0x x+ - > . 
Розв'язання. Розіб’ємо область допустимих значень на три інтервали згідно 
критичних точок 1x = - , 5x = . Знайдемо знак на кожному інтервалі. 
Знак вихідної нерівності «+», ось чому розв’язком нерівності будуть два 
інтервали ] [ ] [; 1 5;x Î -¥ - + ¥U  (рис. 6.5). 
  
Рисунок 6.5 
Відповідь. ] [ ] [; 1 5;x Î -¥ - + ¥U . 
Приклад 7. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )( )3 1 4 0x x x- + - £ . 
Розв'язання. Змінимо знак перед змінною x  у першій дужці та одержимо 
нерівність ( ) ( )( )3 1 4 0x x x- + - ³ , яка буде тотожною до даної. Роз-
іб’ємо область допустимих значень на три інтервали згідно критичних 
точок 3;x =  1;x = -  4.x =  Знайдемо знак на кожному інтервалі. 
Розв’язком нерівності будуть два інтервали [ ] [ [1; 3 4;x Î - + ¥U  (рис. 6.6). 
  
Рисунок 6.6 
Відповідь. [ ] [ [1; 3 4;x Î - + ¥U . 
1j
x  
2j
x  
nj
x  x  
+ + 
– 1-  5  x  
+ + 
– – 1-  3  4  x  
+ + 
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Приклад 8. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )3 52 1 2 0x x x× - × - < . 
Розв’язання. Множник 2x  не змінює знак нерівності, оскільки 2 0x ³ , якщо 
x RÎ . Тому вихідну нерівність можна записати у вигляді 
( ) ( )1 2 0x x- × - < . Розіб’ємо область допустимих значень на два інтерва-
ли у відповідності до значень в критичних точках 1x = , 2x = . Знайдемо 
знак на кожному інтервалі. Знак вихідної нерівності «+», ось чому 
розв’язком нерівності буде інтервал ] [1; 2x Î  (рис. 6.7) 
 
Рисунок 6.7 
Відповідь. ] [1; 2x Î . 
Приклад 9. Розв’яжіть нерівність ( ) ( ) ( ) ( )5 3 2 22 1 1 2 7 0x x x x x- × + × - × + + < . 
Розв’язання.  
1. Дискримінант квадратного тричлена 2 2 7x x+ +  дорівнює: 
22 4 1 7 24 0;D = - × × = - <  перший коефіцієнт 1,a =  отже вираз 
2 2 7 0x x+ + > , якщо x RÎ  не змінює знак нерівності. 
2. Вираз ( )21 0x - ³ , якщо x RÎ , тому знак нерівності теж не буде змінено. 
3. Змінимо знак перед змінною x  у першій дужці. Для цього помножимо 
обидві частини нерівності на ( )1-  та запишемо всі множники нерівності 
як множники у першому степені. Вираз ( )21 0x - ³  не змінює знак нері-
вності, тому його можна не записувати, але треба перевірити чи є точка 
1x =  розв’язком вихідної нерівності. Одержимо нерівність тотожною 
даної:  
( ) ( ) ( ) ( )5 3 2 22 1 1 2 7 0x x x x x- × + × - × + + >  (рис. 6.8). 
 
Рисунок 6.8 
Точка 1x = не входить до області розв’язків вихідної нерівності, тому во-
на не буде її  розв’язком. 
Відповідь. ] [ ] [{ }; 1 2;x Î - ¥ - + ¥U . 
1 1-  2  x  
+ + 
– 
+ + 
2  1 0  x  – 
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При розв'язанні дробово-раціональних нерівностей викорис-
товують наступні твердження. 
1. Нерівності ( )
( )
0n
m
P x
Q x
>  і ( )
( )
0n
m
P x
Q x
<  рівносильні нерівнос-
тям ( ) ( ) 0n mP x Q x× >  і ( ) ( ) 0n mP x Q x× <  відповідно. 
2. Нерівності ( )
( )
0n
m
P x
Q x
³  і ( )
( )
0n
m
P x
Q x
£  рівносильні системам 
нерівностей 
( ) ( )
( )
0
0
n m
m
P x Q x
Q x
× ³ìï
í
¹ïî
 і 
( ) ( )
( )
0
0
n m
m
P x Q x
Q x
× £ìï
í
¹ïî
 відповідно. 
Таким чином, розв'язання дробово-раціональних нерівнос-
тей зводиться до розв'язання цілих раціональних нерівностей. 
Приклад 10. Розв’яжіть нерівність 
( )( )
2 0
2 3
x
x x
<
+ -
. 
Розв’язання. ОДЗ нерівності: 2,x ¹ -  3.x ¹  Запишемо вихідну нерівність у 
вигляді ( )( )2 2 3 0x x x+ - < . Нулі цієї нерівності: 0,x =  2,x = -  3.x =  По-
значимо ці точки (з урахуванням ОДЗ) на числовій прямій і знайдемо знак 
виразу в кожному  інтервалі (рис. 6.9).  
 
Рисунок 6.9 
Відповідь. ] [ ] [; 2 0; 3x Î -¥ - U . 
Приклад 11. Розв’яжіть нерівність 
2
2
3 2 1
3 2
x x
x x
- +
³
+ +
. 
Розв’язання. ОДЗ нерівності: 2,x ¹ -  1.x ¹ -  Зробимо тотожні перетворен-
ня виразу: 
2 2 2 2
2 2 2
3 2 3 2 3 2 3 21 1 0 0
3 2 3 2 3 2
x x x x x x x x
x x x x x x
- + - + - + - - -
³ Û - ³ Û ³ Û
+ + + + + +
 
( )( ) ( )( )
6 60 0
1 2 1 2
x x
x x x x
-
Û ³ Û £
+ + + +
. Запишемо вихідну нерівність у 
вигляді ( )( )6 1 2 0.x x x+ + £  Нулі цієї нерівності: 0,x =  2,x = -  1.x = -   
+ + 
2-  0  3  x  – – 
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Позначимо ці точки (з урахуванням ОДЗ) на числовій прямій і знайдемо 
знак виразу в кожному  інтервалі (рис. 6.10).  
 
Рисунок 6.10 
Відповідь. ] [ ] ]; 2 1; 0x Î -¥ - -U . 
Метод інтервалів доцільно застосовувати і для розв’язання 
нерівностей вигляду ( ) ( ) ( ) ( )1 2 11 2 1 0,n n
k k k k
n nx x x xa a a a
-
-- × - × × - × - >K  а 
також для нерівностей вигляду ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 2
1 2
1 2
1 2
0
k
p
n n n
k
mm m
p
x x x
x b x b x b
a a a- × - × × -
>
- × - × × -
K
K
. 
Приклад 12. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )
( ) ( )
2
4
6 2
0
1 5
x x x
x x
- × - ×
³
+ × +
. 
Розв’язання. ОДЗ нерівності: 1;x ¹ -  5x ¹ - . У виразах ( )41x +  і ( )26x -  
показники степеня – це парні числа, тому ( )41 0x + > ; ( )26 0x - ³ , якщо 
x RÎ . Отже, ці вирази не змінюють знак нерівності (рис. 6.11). Запише-
мо вихідну нерівність у вигляді рівносильної нерівності: 
( )( )2 5 0x x x× - + ³ . 
 
Рисунок 6.11 
Значення 1x = -  і 5x = - не можуть бути розв’язками нерівності, ось чо-
му їх потрібно виключити з інтервалу розв’язків.  
Відповідь. ] [ ] ] [ [{ }5; 1 1; 0 2;x Î - - - + ¥U U . 
6.4. Розв’язання систем нерівностей 
Система нерівностей з однією змінною може містити дві або 
більше нерівностей. Значення змінної, за яким кожна нерівність 
системи є вірною числовою нерівністю, називається розв’язком 
системи. 
+ + 
2-  1-  0  x  – – 
– – 5-  0  2  x  1-  6  
+ + 
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Розв’язати систему нерівностей – це означає знайти мно-
жину її розв’язків або довести що їх не існує. 
Щоб розв’язати систему нерівностей з однією змінною, по-
трібно розв’язати кожну нерівність окремо і знайти переріз мно-
жин розв’язків всіх нерівностей, які належать до системи. 
Приклад 13. Розв’яжіть систему нерівностей 
2 10 25 0
5 0
x x
x
ì - + >
í
+ <î
. 
Розв’язання. ( ) ] [ [ [
] [
22 ; 5 5;10 25 0 5 0
; 55 0 5
xx x x
xx x
ì ì Î - ¥ + ¥ì - + > - >ïÛ Û Þí í í Î - ¥ -+ < < -ïî îî
U
 
] [; 5xÞ Î - ¥ - (рис. 6.12). 
 
Рисунок 6.12 
Відповідь. ] [; 5x Î - ¥ - . 
Приклад 14. Розв’яжіть систему нерівностей 
2
2 2
2 3 0
2 1 3
2 3 0
x x
x x
x
ì - - >
ï - < +í
ï + ³î
. 
Розв’язання. 
( )( ) ] [ ] [
] [
2
2 2 2
2 3 0 1 3 0 ; 1 3;
2 1 3 4 0 2; 2
2 3 0 3 3;
2 2
x x x x x
x x x x
x x x
ìì
ïïì - - > + - > Î - ¥ - + ¥ïïï ï- < + Û - < Û Î - Ûí í í
ï ï ï+ ³ é éî ï ï³ - Î - + ¥ê êî ï ë ëî
U
 
3 ; 1
2
x é éÎ - -ê êë ë
(рис. 6.13). 
 
Рисунок 6.13 
Відповідь. 3 ; 1
2
x é éÎ - -ê êë ë
. 
x  2-  1-  2  3
2
-  3  
5  5-  x  
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6.5. Нерівності, що містять змінну під знаком модуля 
При розв’язані нерівностей, що містять змінну під знаком 
модуля, застосовують визначення модуля: 
( ) ( ) ( )( ) ( )
, 0
, 0.
f x f x
f x
f x f x
ì ³
= í- <î
 
Ось чому нерівність, що містить змінну під знаком модуля, є 
рівносильною двом системам нерівностей, які можна записати у 
вигляді перетину або об’єднання двох нерівностей. 
1. Якщо ( ) ( )f x g x> , то
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
0
0
f x
f x g x f x g x
f x g xf x
f x g x
é ì ³
ê í > é >îê Û êê < -ì < ëê íê - >îë
. 
2. Якщо ( ) ( )f x g x< , то
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
0
а)
0
б)
f x
f x g x f x g x
f x g xf x
f x g x
é ì ³
ê í < ì <îê Û íê > -ì < îê íê - <îë
. 
При розв’язанні нерівностей, які містять більше одного мо-
дуля, застосовують метод інтервалів для модулів. 
Приклад 15. Розв’яжіть нерівність 3 2 2x - > - . 
Розв’язання. За визначенням модуля маємо 3 2 0x - ³ , тому нерівність 
3 2 2x - > -  виконується для будь-якого дійсного x , тобто ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
Відповідь. ] [;x Î - ¥ + ¥ . 
Приклад 16. Розв’яжіть нерівність 3 2 7x - > . 
Розв’язання. ] [
33 2 7 53 2 7 ; 3;53 2 7 3
3
xx
x x
x x
>é- >é ù éê- > Û Û Û Î - ¥ - + ¥ê ú êê- < - < - û ëë ë
U . 
Відповідь. ] [5; 3;
3
x ù éÎ - ¥ - + ¥ú êû ë
U . 
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Приклад 17. Розв’яжіть нерівність 3 61 1x + < - . 
Розв’язання. За визначенням модуля маємо 3 61 0x + ³ , тому 3 61 1x + < -  
розв’язків не має. 
Відповідь. Æ. 
Приклад 18. Розв’яжіть нерівність 2 4 1x x- < - . 
Розв’язання. 
32 4 1 3
2 4 1 52 4 1 3 5 .
3
xx x x
x x
x x x x
<ì- < - <ì ì ï- < - Û Û Ûí í í- > - > >î î ïî
 
Відповідь. 5; 3
3
x ù éÎú êû ë
. 
Приклад 19. Розв’яжіть нерівність 2 5 6x x> + . 
Розв’язання. Оскільки 
65 6,
55 6
65 6,
5
x x
x
x x
ì + ³ -ïï+ = í
ï- - < -
ïî
, то вихідну нерівність 
можна записати як об’єднання систем: 
2
6
а) 5
5 6
x
x x
ì ³ -ï
í
ï > +î
 и 
2
6
б) 5
5 6
x
x x
ì < -ï
í
ï > - -î
. 
Розв’яжемо ці системи та поєднаємо розв’язки а) і б). 
2
6 6
6а) 1; 65 5
55 6 1; 6
x x
x x
x x x x
ì ì³ - ³ -ï ïÛ Û - £ < - >í í
ï ï> + < - >î î
. 
2
6 6
6б) 3; 25 5
55 6 3; 2
x x
x x
x x x x
ì ì< - < -ï ïÛ Û < - - < < -í í
ï ï> - - < - > -î î
. 
Відповідь. ] [ ] [ ] [; 3 2; 1 6;x Î - ¥ - - - + ¥U U . 
Приклад 20. Розв’яжіть нерівність 2 2 6x x+ + - < . 
Розв’язання. Розглянемо три випадки (відкриємо модулі на інтервалах): 
1) ( ) ( ) ] [
2 2
3; 2
2 2 6 3
x x
x
x x x
< - < -ì ì
Û Û Î -í í- + - - < > -îî
; 
2) ( ) [ ]
2 2 2 2
2; 2
2 2 6 4 6
x x
x
x x
- £ £ - £ £ì ì
Û Û Î -í í+ - - < <îî
; 
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3) ] [2 2 2; 3
2 2 6 3
x x
x
x x x
> >ì ì
Û Û Îí í+ + - < <î î
. 
Поєднаємо отримані розв'язки, одержимо: 3 3x- < < . 
Відповідь. ] [3; 3x Î - . 
Приклад 21. Розв’яжіть нерівність 32 2 2x x- + - > . 
Розв’язання. Зробимо заміну: 2 ,x t- =  0.t ³  Одержимо: 
( )( )23 3 1 2 0 1 0 12 2 0
0 00 0 0
t t t t tt t t t
t tt t t
ì - + + > - > >ì ì+ > + - > ì ìïÛ Û Û Û Ûí í í í í³ ³³ ³ ³ î îî î ïî
 
1tÛ > . Тоді: ] [ ] [2 1 32 1 ;1 3;
2 1 1
x x
x x
x x
- > >é é
- > Û Û Û Î - ¥ + ¥ê ê- < - <ë ë
U . 
Відповідь. ] [ ] [;1 3;x Î - ¥ + ¥U . 
6.6. Ірраціональні нерівності 
Нерівності, що містять змінну під знаком кореня, називають 
ірраціональними. 
Наприклад, 5x x+ > ; 23 5 7x x+ < -  – це ірраціональні не-
рівності. 
У процесі розв’язування ірраціональних нерівностей доці-
льно враховувати два випадки. 
1. ( ) ( )P x Q x< . 
Ця нерівність має сенс, якщо ( ) 0P x ³ . Оскільки ( ) 0P x ³ , 
тоді ( ) 0Q x > . Тому обидві частини нерівності можна піднести до 
квадрату, тобто звільнитися від ірраціональності та одержати  
наступну систему нерівностей:  
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
2
0
0
P x
P x Q x P x Q x
Q x
ì ³
ï
< Û < é ùí ë û
ï >î
. 
Розв’язок цієї системи і буде розв’язком вихідної нерівності. 
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2. ( ) ( )P x Q x> . 
Ця нерівність має сенс, якщо ( ) 0P x ³ . Права частина ( )Q x  
може приймати додатні значення, від’ємні значення або може  
дорівнювати нулю. Тому: 
( ) ( )
( )
( )
( )( ) ( )( )
( )
( )
2 2
0
0
0
0
P x
Q x
P x Q x P x Q x
P x
Q x
éì ³êïïê ³í
êï> Û >êïî
ê
³ìê
íê <îë
. 
Розв’язками ірраціональної нерівності ( ) ( )P x Q x>  буде 
об’єднання розв’язків двох систем. 
Приклад 22. Розв’яжіть нерівність 31 1x x+ < + . 
Розв’язання. 
( ) ( )
22 2
31 0 31
31 1 1 0 1
31 2 131 1
x x
x x x x
x x xx x
ì
+ ³ ³ -ìï
ï ï+ < + Û + > Û > - Ûí í
ï ï + < + +î+ < +ïî
 
( )( )2
31 31 31 31
1 1 1 1
30 0 6 5 0 6 5 6 5
x x x x
x x x x
x x x x x x x x
³ - ³ - ³ - ³ -ìì ì ì
ï ï ï ïÛ > - Û > - Û > - Û > -í í í í
ï ï ï ï+ - > + - > < - > < - >î î îî U U
 
Знайдемо графічно перетин розв’язків (рис. 6.14): 
  
Рисунок 6.14 
Відповідь. ] [5;x Î + ¥ . 
5  1-31-  6-  x  
Розділ 6 
 224 
Приклад 23. Розв’яжіть нерівність 12
2
x x+ > + . 
Розв’язання. 
( )
2 22
2 0 22
1 1 10 (а)
2 2 2
1 72 7 712 2 4 2 22
2 22 0
1 (б)11 0 2 22
x xx
x x x
x x x xx x
x xx
x xx
éì éìéì+ ³êï ³ -ê³ - ïêïêï êïêïêï êïï ïêê + ³ ³ - ³ -êí í íêê êï ï ïêê êï ï ï+ > + Û Û Ûêæ ö <ê - < <êï ï ï+ > +ç ÷ êîê îè ø êïî êê ³ - êì ³ -ê ìê + ³ ïì êïêï íê íê< -í êï < -ê + < î ïêëï îëêîë
 
Розв’язок системи (а): 1 7
2 2
x- £ <  (рис. 6.15). 
 
Рисунок 6.15 
Розв’язок системи (б): 12
2
x- £ < -  (рис. 6.16). 
 
Рисунок 6.16 
Розв’язок вихідної нерівності – це об’єднання розв’язків (а) і (б):  
1 7 1 7; 2; 2;
2 2 2 2
é é é éé é- - - = -ê ê ê êê êë ëë ë ë ë
U . 
Відповідь. 72;
2
x
é é
Î -ê ê
ë ë
. 
x  2-  1
2
 
x  1
2
-  7
2
-  
2-  7
2
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6.7. Графічне розв’язання нерівностей і систем нерівностей 
Нерівності з однією або двома змінними та системи нерів-
ностей можна розв’язувати графічно. 
Розглянемо графічне розв’язання нерівності з однією змін-
ною ( ) ( ).f x g x>  Для цього побудуємо графіки функцій 
( )y f x=  і ( )y g x= . 
Розв’язками заданої нерівності є множина значень змінної x , 
за якими графік функції ( )y f x=  знаходиться вище графіка фун-
кції ( )y g x= , тому що ( ) ( )f x g x> . Це зображено на рисун-
ку 6.17 (розв'язок ] [;x aÎ + ¥ ) і на рисунку 6.18 (розв'язок 
] [ ] [; ;x c dÎ - ¥ + ¥U ). 
  
Рисунок 6.17      Рисунок 6.18 
Розглянемо нерівність ( ) ( ); ; .f x y g x y>  Відомо, що 
розв’язком нерівності з двома змінними є множина точок площи-
ни, координати яких задовольняють цієї нерівності. Розглянемо 
на прикладах розв’язання деяких нерівностей з двома змінними. 
Приклад 24. Розв’яжіть графічно нерівність 
1 0x y+ - > . 
Розв’язання. Запишемо нерівність у вигляді 
1y x> - + . Побудуємо пряму 1y x= - + . 
Відповідь. Координати точок площини, що лежать 
вище цієї прямої, є розв’язками нерівності (на рис. 
6.19 – це заштрихована область). 
 
Рисунок 6.19 
 
1
y
x1y x= - +
1
d  c  
( )y f x=  
y  
x  
( )y g x=  
a  
( )y f x=  y  
x  
( )y g x=  
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Приклад 25. Розв’яжіть нерівність  
( )2 3x x y- £ - . 
Розв’язання. Запишемо нерівність у вигляді 
2 2 3y x x³ - + . Побудуємо параболу – гра-
фік функції 2 2 3y x x= - + . 
Відповідь. Розв’язком нерівності є множина 
точок площини, які лежать на параболі 
2 2 3y x x= - +  і вище неї (рис. 6.20)  
Рисунок 6.20 
Приклад 26. Розв’яжіть нерівність  
2 0x y- > . 
Розв’язання. Запишемо нерівність у вигляді 
2y x< . Побудуємо параболу 2y x= . 
Відповідь. Розв’язком нерівності є множина 
точок площини, які лежать у заштрихованій 
області (нижче параболи на рис. 6.21).  
Рисунок 6.21 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ ! 
При розв’язанні систем нерівностей з двома змінними зна-
ходять перетин областей розв’язків цих нерівностей. 
 
Приклад 27. Розв’яжіть графічно систему 
нерівностей 
2 2 4 0;
0;
0.
x y
y
x
ì + - >
ï >í
ï >î
 
Розв’язання. Розв’язком першої нерівно-
сті системи є множина точок площини, 
які лежать поза колом 2 2 4x y+ = . Роз-
в'язком другої нерівності є множина 
точок вище осі Ox  (верхня півплощи-
на). Розв’язком третьої нерівності є 
множина точок праворуч від осі Oy  
(права півплощина).  
 
Рисунок 6.22 
2  
2-  
0x =  
2-  
y  
x   2  
2 2 4 0x y+ - =  
x  
2y x=  y  
2 2 3y x x= - +  3  
1 
2  
1 0  
y  
x  
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Розв’язком вихідної системи нерівностей буде перетин розв’язків цих 
трьох нерівностей. 
Відповідь. Розв’язком системи нерівностей є множина точок, які лежать у 
заштрихованій області (рис. 6.22). 
Приклад 28. Розв’яжіть систему нерівностей 
2
1 ;
5 .
y x
y x x
³ -ì
í £ - +î
 
Розв’язання. Розв’язком першої нерівності си-
стеми є множина точок площини, які ле-
жать вище прямої 1 .y x= -  Розв’язком дру-
гої нерівності є множина точок площини 
всередині параболи 2 5y x x= - + . 
Знайдемо точки перетину графіків:  
  
Рисунок 6.23 
2 25 1 6 1 0x x x x x- + = - Þ - + = Þ 1,2
6 32 6 4 2 3 2 2
2 2
x ± ±Þ = = = ± . 
Відповідь. Розв’язком системи нерівностей є множина точок, які лежать у 
заштрихованій області (рис. 6.23). 
Приклад 29. Розв’яжіть систему нерівностей 
0
0
4
5
x
y
xy
x y
³ì
ï ³
í >ï
+ <î
. 
Розв’язання. Розв’язком першої і другої нерівностей є множина точок 
першого координатного кута (рис. 6.24). Розв’язком третьої нерівності 
4y
x
>  є множина точок, які лежать вище вітки гіперболи 4y
x
= , якщо 
0x >  (рис. 6.25).  
     
 Рисунок 6.24  Рисунок 6.25   Рисунок 6.26 
0  
1x  
1y x= -  
2 5y x x=- +  
2x  
y  
x  
0  
y  
x  
0x ³  
0y ³  
y  
x  
5  
5  
0  
5y x< -  
x  
y  
1 
2  
3  
4  
5  
1 2  3  5  4  
4y
x
>  
0  
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Розв’язком четвертої нерівності 5y x< -  є множина точок, які лежать 
нижче прямої 5y x= -  (рис. 6.26). 
 
Рисунок 6.27 
Відповідь. Розв’язком системи нерівностей є множина точок, які лежать у 
першій координатної четверті нижче прямої 5y x= -  і вище гіперболи 
4y
x
=  (рис. 6.27) 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які нерівності називають рівносильними? 
2. Сформулюйте теореми щодо рівносильності нерівностей. 
3. Які нерівності ви знаєте? 
4. Яким методом зручно розв’язувати раціональні нерівності? 
5. Наведіть приклади раціональних нерівностей. 
6. Що означає фраза: «Розв’язати систему нерівностей»? 
7. Як вирішують нерівності з модулем? 
8. Що таке ірраціональні нерівності? 
9. Як вирішують ірраціональні нерівності? 
 
s 
y  
x  1 
1 
2  
2  
3  
3  
4  
5  
5  4  0  
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Завдання для самостійної роботи № 16 
I. Розв’яжіть нерівності. 
1) 1 3 1
4 2 6
x x x- +
+ > - ; 2) 2 2 1 2 31
4 10 6
x x x- - -
+ < - ; 3) 23 8x < ; 
4) 1 2
2
xx x+ < < + ;  5) 2 1 3 3 7
6 12 18
x x x- + +
< < ;  6) 24 9x ³ ; 
7) 6 3 7
9 4 24
x x x- - +
£ < ;  8) ( )21 16x - < ;  9) ( )24 3 0x + ³ ;  
10) 2 6 0x x- + < ; 11) 2 2 8 0x x- + + £ ;      12) 24 4 0x x- < - £ ; 
13) 22 6x x£ + < ;  14) ( )20 6 7 3x< - £ ;   15) 23 2 0x x+ - ³ ; 
16) 20 5 7 1x x< - £ . 
II. Розв’яжіть нерівності методом інтервалів. 
1) ( )( )1 4 0x x- - > ;   2) ( )( )3 2 4 3 0x x+ + ³ ; 
3) ( )( )3 2 0x x- + £ ;  4) ( )( )4 5 2 3 0x x+ - < ; 
5) 2 0
3
x
x
-
<
+
;  6) 2 4 0
6
x
x
-
£
-
; 7) 2 09
x
x
³
+
;  8) 2 1
8
x
x
-
£
-
; 
9) ( )( )( )1 3 4 0x x x- + - < ;   10) ( )( )2 23 3 0x x- + < ; 
11) ( )( )( )( )4 1 1 2 0x x x x+ + - - > ;  12) 4 33
2x x
+ >
+
; 
13) 3 3 2
3
x x
x x
- +
- <
-
;  14) 
2
2
5 6 0
2 8
x x
x x
- +
£
+ -
;  15) 
2
2
8 3
4
x
x
+
< -
-
; 
16) 3 26 11 6 0x x x- + - < ; 17) 3 23 1 0x x x- + + ³ ; 
18) ( ) ( )7 31 3 0x x x× + × + £ ; 19) ( ) ( )5 34 6 9 0x x x× + × - ³ ;  
20) ( )
( ) ( )
5
3 6
2
0
1 3
x x
x x
× +
£
- × -
;  21) ( ) ( )
( )
8 52
3
5 2 4
0
2
x x x
x
× - × -
<
+
; 
22) 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
3 42
5 3
2 5 2 3
0
4 1
x x x x
x x
- + - × + × -
>
+ × -
; 
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23) 
( ) ( )
( ) ( )
52 2
112
9 12 4 4 3
0
2 8 3
x x x x
x x x
- + × - -
³
+ - × +
;  24) 
( )52
2
7 12
0
2 3
x x
x x
- -
<
- -
. 
III. Розв’яжіть системи нерівностей. 
1) 
1 2 1 9
1 1 4
x
x
< - <ì
í- £ - £î
; 2) 
2
9 1
1 0
2
x
x
ì ³ïï
í
ï £
ï -î
;   3) 
( )2
2
0 2 25
4 4 0
1
x
x x
x
ì < - <
ï
í + +
³ï
+î
; 
4) 
21 0
1 1 0
2 2
x
x
x
ì - >
ï
í -
+ >ï -î
;  5) 
2 5 6 0
4 0
x x
x
ì - + <
í
- >î
;  6) 
1 3 2 4
3 4 5 1
x
x
< - £ì
í- < + <î
. 
IV. Розв’яжіть нерівності, що містять знак модуля. 
1) 2 0x - < ;   2) 3 0x- £ ;  3) 2 9 0x x- > ; 
4) 1 2 1 7x- < - < ;  5) 2 6 0x x+ £ ;  6) 2 21 3 4x x x x- + ³ - + ; 
7) 2 2 0x x- - ³ ;  8) 1 1 4x x- + + < ; 9) 22 12 13 3x x- + ³ ; 
10) 2 5 1
4 1
x
x
+
<
+
; 11) 2 26 6x x x x+ - ³ - - + ;  12) 3 1 1x x- £ - . 
V. Розв’яжіть ірраціональні нерівності. 
1) 6 0x- < ;  2) 3 2 0x < ;   3) 2 4x+ ³ ; 
4) 6 7 0x- < ;  5) 2 4 2x - £ - ;  6) 3 6x- > - ; 
7) 2 4 3 3x x+ + - ³ - ;   8) 1 0x x+ - ³ ; 
9) ( )3 0x x- > ;    10) ( )1 3 0x x+ - £ ; 
11) 43 9x x- - £ + ;   12) 2 3 10 8x x x- - < - ; 
13) 2 2 8 1x x x+ - > - ;   14) 2 3 4 1x x x- - + > + ; 
15) ( )22 1 5x x+ < + ;   16) ( ) 24 6 0x x x+ + - ³ ; 
17) 22 3 5 1x x x- - < - ;   18) 2 26 5 1 2 4x x x x+ + < + + + ; 
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19) 46 12 122 0
2 2 2
x x x
x x x
- - × >
- - -
;  20) 
2
7 0
4 19 12
x
x x
-
<
- +
; 
21) ( ) 2 22 1 2x x x- + < + ;   22) 1 13 4
1 1
x x
x x
+ -
+ <
- +
; 
23) 
2
2
2 2
1
x
x
+
³
+
;     24) 1 8 3 1
4
x
x
- -
³ . 
VI. Розв’яжіть графічно. 
1. Розв’яжіть графічно нерівність: 2 2 1x y+ £ . 
2. Розв’яжіть графічно нерівність: 2 2 4x y+ > . 
3. Розв’яжіть графічно нерівність: ( )( )2 3 0x y- - > . 
4. Розв’яжіть графічно систему нерівностей: 
3 4 12 0
2 0
x y
x y
- + >ì
í + - <î
. 
5. Розв’яжіть графічно систему нерівностей: 
23 2
3
y x x
x y
ì + ³ +
í
+ £î
. 
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ПОКАЗНИКОВІ ТА ЛОГАРИФМІЧНІ 
РІВНЯННЯ, НЕРІВНОСТІ 
 
Лексика розділу 
випадок case 事件 
властивість монотонності property of 
monotonous 
单调性 
ділення обох частин division of both parts 两部分的分割 
з урахуванням with consideration 原因 
застосування application 运用，请求 
звичайний метод traditional method 普通的方法 
логарифм logarithm 对数 
десятковий логарифм decimal logarithm 以十为底的对数 
логарифм числа "a " за 
основою "b" 
logarithm of "a " to "b" 以 b 为底的 a 
的对数 
натуральний логарифм natural logarithm 以 e 为底的对数 
метод заміни змінної method of variable’s 
substitution  
换元法 
можливий (випадок) possible  (case) 可能性 
можна звести it is possible to reduce 得出（结论） 
належати belong 属于 
обертається до нуля equal to zero 归零 
основа логарифма base of logarithm 底数 
основна логарифмічна 
тотожність 
basic logarithmic 
identity 
对数恒等性 
перевірити check up 检查 
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перейти go over 走过 
перетворення transformation 变换 
підставити значення  substitute the meaning  将y换元 
позначати mean (signify) 表示 
потенціювання exponentiation 求幂 
проміжок interval 区间 
рівняння equation 方程式 
логарифмічне рівняння logarithmic equation 对数方程式 
показникове рівняння exponential equation 方程式指数 
спростити simplify 简化 
у залежності від in dependence of 与...独立 
           
7.1. Визначення логарифма. Основна логарифмічна 
тотожність 
Логарифм числа b  за основою a  позначають loga b . 
Логарифм додатного числа b  за основою a  ( )0, 1a a> ¹  – це 
показник степеня, до якого треба піднести a , щоб одержати b .  
Наприклад, 2log 8 3,=  тому що 
32 8 ;=  3
1log 2,
9
= -  тому що 
( ) 2 13
9
- = . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
1. Основна логарифмічна тотожність: log ; 0, 1, 0a ba b a a b= > ¹ > . 
2. Десяткові логарифми позначають так: 10log lgb b= . 
3. Натуральні логарифми позначають так: log lne b b=  
( 2,7e =  – основа натурального логарифма). 
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Наприклад, застосовуючи основну логарифмічну тотожність,  
запишемо, що 5log 35 3= ; 7log 97 9= ; 
1
4
log 71 7
4
æ ö =ç ÷
è ø
. 
Приклад 1. Обчисліть, спираючись на визначення логарифма: а) 2log 64 ; 
б) 3log 3; в) 3
1log
27
; г) ln e ; д) 1lg
100
. 
Розв’язання та відповіді. 
а) 2log 64 6= , тому що 
62 64= ;   б) 3log 3 2= , тому що ( )
2
3 3= ; 
в) 3
1log 3
27
= - , тому що 3 13
27
- = ; г) 1ln
2
e = , тому що 
1
2e e= ; 
д) 1lg 2
100
= - , тому що 2 110
100
- = . 
Приклад 2. Обчисліть, застосовуючи основну логарифмічну тотожність 
loga ba b= : а) 5log 75 ; б) 3log 227 ; в) 3log 7 23 - ; г) 3lg210 ; д) 2,4log 10 12,4 + ; е) 5ln 6e . 
Розв’язання та відповіді. 
а) 5log 75 7= ; б) ( ) ( )33 3 3log 2log 2 log 23 327 3 3 2 8= = = = ; в) 
3
3
log 7
log 7 2
2
3 73
3 9
- = = ;  
г) ( )33lg2 lg2 310 10 2 8= = = ; д) 2,4 2,41 log 10 log 102,4 2,4 2,4 10 2,4 24+ = × = × = ;  
є) ( ) ( )5 55ln 6 ln 6 56 6 36 6e e= = = = . 
7.1.1. Властивості логарифмів 
1) loga ba b=  (основна логарифмічна тотожність); 
2) log 1a a =  (логарифм за основою a від a дорівнює одиниці); 
3) log 1 0a =  (логарифм за основою a від одиниці дорівнює нулю); 
4) log log loga a abc b c= + , якщо 0b > , 0c >  (логарифм додатку 
двох додатних множників дорівнює сумі їх логарифмів); 
5) log log loga a a
b b c
c
= - , якщо 0b > , 0c >  (логарифм частки двох 
додатних чисел дорівнює різниці логарифмів діленого та 
дільника); 
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6) log logpa ab p b= × , якщо 0b >  (логарифм степеня додатного 
числа дорівнює додатку показника степеня, який помножено на 
логарифм основи степеня); 
7) loglog
log
c
a
c
bb
a
= , якщо 0b >  (формула переходу до нової основи); 
7а) якщо c b= , тоді log 1log
log log
b
a
b b
bb
a a
= = ; 
8) log log p pa ab b=  (якщо основа логарифма і число, яке стоїть під 
знаком логарифма, піднести до одного й того ж степеня, що не 
дорівнює нулю, то значення логарифма не зміниться); 
9) 
1 1log log logk ka a am m mk
= = ×  (логарифм кореня з додатного 
числа дорівнює логарифму підкореневого виразу, поділеного на 
показник кореня); 
10) 1log loga ab b
= -  (логарифми взаємно обернених чисел за 
однаковою основою відрізняються тільки знаком); 
11) log logc cb aa b= . 
Приклад 3. Спростіть вирази: а) 4log 9 12 + ; б) 
3 lg5
lg255
-
;  в) 
( )log log
log
b b
b
a
aa ;  
г) 2 3 4 8 9log 3 log 4 log 5 log 9 log 10× × × × ×K . 
Розв’язання. а) зробимо перетворення показника степеня: 
2
24 4 2 2
log 3log 9 1 log 9 log 32 2 2 2 2 2 2 3 2 6+ = × = × = × = × = . 
б) зробимо перетворення показника степеня, для цього спираючись на 
властивості логарифмів, перетворимо чисельник та знаменник у 
показнику степеня:  
3
3 103 lg5 lg10 lg5 lg lg200
5
æ ö
- = - = =ç ÷
è ø
, 
25 525
1 log 10 log 10 log 10
lg25
= = = ,  
Розділ 7 
 236
тоді ( ) ( )5 5
lg2003 lg5 1 1lg200 lg200 lg200log 10 lg200 log 10lg25 2 25 5 5 10 10 10
-
× æ ö= = = = = =ç ÷
è ø
 
1
2lg 200
lg 20010 10 200 10 2
æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø= = = = . 
в) застосовуючи властивість логарифма 1 log
log ab
b
a
= , одержимо: 
( )
( ) ( ) ( ) ( )
log log
log loglog log log log loglog log log
b b
b ba b b b bb a
a
ab a aa b
ba a a b a
×= = = = ; 
г) запишемо всі множники за допомогою основи 10, одержимо:  
2 3 4 8 9
lg3 lg4 lg5 lg9 lg10log 3 log 4 log 5 log 9 log 10
lg2 lg3 lg4 lg8 lg9
× × × × × = × × × × × =K K  
2
lg10 1 log 10
lg2 lg2
= = = . 
Відповіді:  а) 4log 9 12 6+ = ; б) 
3 lg5
lg255 10 2
-
= ;   в) 
( )log log
log log
b b
b
a
a
ba a= ; 
г) 2 3 4 8 9 2log 3 log 4 log 5 log 9 log 10 log 10× × × × × =K . 
Приклад 4. а) знайдіть 5log 12 , якщо 5log 2 a= ; 5log 3 c= ;  
б) знайдіть lg56 , якщо lg2 a= ; 2log 7 b= . 
Розв’язання.  
а) застосовуючи властивості логарифма, зробимо перетворення заданого 
виразу: ( )2 25 5 5 5 5 5log 12 log 2 3 log 2 log 3 2log 2 log 3= × = + = + ; якщо 
5log 2 a= ; 5log 3 c= , тоді 5 52log 2 log 3 2a c+ = + ; 
б) застосовуючи властивості логарифма, зробимо перетворення заданого 
виразу: ( )3 3 2 2
2
log 7lg56 lg 2 7 lg2 lg7 3lg2 3lg2 log 7 lg2
log 10
= × = + = + = + × ; 
якщо lg2 a= ; 2log 7 b= , тоді 23lg2 log 7 lg2 3 3a ba ab a+ × = + = + . 
Відповіді: а) 2a c+ ; б) 3ab a+ . 
Приклад 5. Спростіть 2 2log log 2 2 2 A= . 
Розв’язання. Запишемо вираз під знаком логарифма у вигляді степеня: 
73 3 7
82 4 42 2 2 2 2 2 2 2 2= = × = = , тоді 
7
8
2 2 2
7log log 2 log
8
A
æ ö æ ö= = =ç ÷ ç ÷
è øè ø
 
2 2 2log 7 log 8 log 7 3= - = - . 
Відповідь. 2log 7 3A = - . 
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Приклад 6. Обчисліть 3 3
1 12
log 2 2log 52 25 1 A
+
+ + = . 
Розв’язання. Застосовуючи властивості логарифма, зробимо перетворення 
виразів: 2
3
1 log 3
log 2
= ; 5
3
1 1 log 3
2log 5 2
= ; тоді 3 3
1 12
log 2 2log 52 25 1A
+
= + + =  
5
5
52 2
log 31 1log 3 log 32 log 3 log 322 22 25 1 2 2 25 1 4 3 5 1+
æ ö
= + + = × + + = × + + =ç ÷
è ø
 
12 3 1 16 4= + + = =  
Відповідь. 4A = . 
7.1.2. Логарифмування і потенціювання 
Логарифмування – це знаходження логарифма числа або 
виразу. 
Приклад 7.  Знайдіть lg A, якщо 
3 8
31
a bA
c
= , де 0a > , 0b > , 0c > . 
Розв’язання. Прологарифмуємо даний вираз:  
( )
3 8
3 8 31 3 8 31
31lg lg lg lg lg lg lg 3lg 8lg 31lg
a bA a b c a b c a b c
c
æ ö
= = - = + - = + -ç ÷
è ø
. 
Відповідь. lg 3lg 8lg 31lgA a b c= + - . 
Потенціюванням називають дії, обернені до 
логарифмування. При потенціюванні знаходять вираз за його 
логарифмом. 
Приклад 8. Знайдіть X , якщо 5 5 5 5
1log 1 log 3 log 3 2log 2
3
X = + - - . 
Розв’язання. Перетворимо праву частину рівності, одержимо:  
( ) ( )
1
2 33
5 5 5 5 5 5 5 5
11 log 3 log 3 2log 2 log 5 log 3 log 3 log 2 log 5 3
3
+ - - = + - + = × -  
( )
3
2
5 5
5 3log 3 2 log
12
æ ö×
- × = ç ÷
è ø
, тоді 
3
5 5
5 3log log
12
X
æ ö×
= Þç ÷
è ø
35 3
12
X ×= . 
Відповідь. 
35 3
12
X ×= . 
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Приклад 9. Знайдіть X , якщо ( ) ( )2lg lg lg lg
3
X a b a b= - - - . 
Розв’язання. Перетворимо праву частину рівності, одержимо:  
( ) ( ) ( )
2 2
3 3
2
32 lg lg lg lg lg lg lg lg
3
a a
a b ba b a b a b X
b a b a b
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷æ ö è ø è ø- - - = - - = Þ =ç ÷ - -è ø
. 
Виконаємо потенціювання одержаного виразу: 
2
3
2 2
3
3
1 1
a
a abX
a b a b b a b b
æ ö
ç ÷ æ ö æ öè ø= = × = ×ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø
. 
Відповідь. 
2
3
1 aX
a b b
æ ö= × ç ÷- è ø
. 
7.2. Показникові рівняння. Методи розв’язання  
Показникові рівняння – це такі рівняння, в яких показник 
степеня містить змінну. 
Наприклад, 12 3x x-= ; 
2 85 2 0x - - = ; ( ) ( )f x xa aj=  – це показникові 
рівняння. 
Розв’язання показникових рівнянь базується на властивостях 
показникової функції. Розглянемо розв’язання деяких видів 
показникових рівнянь за допомогою різних методів. 
I. Метод зведення до однакової основи 
а) ( ) ( )f x xa aj= , 0a > , 1a ¹ . 
Якщо степені з однаковими додатними основами є рівними 
між собою (при чому основи не дорівнюють одиниці), то і 
показники степенів є також рівними між собою, тобто 
( ) ( )f x xj= . 
б) ( ) 1f xa = , 0a > , 1a ¹ . 
Оскільки 0 1a = , то ( ) 0f xa a= , отже ( ) 0f x = . 
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Приклад 10. Розв’яжіть  рівняння ( )2 3
2560,25
2
x
x
-
-= . 
Розв’язання.  
( ) ( )
2 8
2 2 8 3 2 4 11
3
1 2 2 2 2 2 2 4 11 5
4 2
x
x x x x
x x x x
-
- - - - - -
-
æ ö = Þ = Þ = Þ - = - Þ =ç ÷
è ø
. 
Відповідь. { }5 . 
Приклад 11. Розв’яжіть  рівняння 3 33 1x- = . 
Розв’язання. ( ) ( )3 1 03 3 3 1 0 1x x x- = Þ - = Þ = . 
Відповідь. { }1 . 
II. Метод ділення обох частин рівняння на ( )f xa  або ( )f xb  
( ) ( )f x f xa b= , 0a > , 0b > , 1a ¹ , 1b ¹ . 
Приклад 12. Розв’яжіть  рівняння 3 19x x= . 
Розв’язання. 3 19 33 19 1 0
19 19 19
xx x
x x
x x x
æ ö= Û = Û = Û =ç ÷
è ø
. 
Відповідь. { }0 . 
III. Метод логарифмування обох частин рівняння за 
однаковою основою 
( ) ( )f x g xA a B b× = × , 0a > , 0b > , 1a ¹ , 1b ¹ . 
Щоб знайти розв’язки цього рівняння, треба зробити 
перетворення, а потім логарифмувати обидві частини рівняння за 
однаковою основою. 
Приклад 13. Розв’яжіть  рівняння 12 5 3 7x x-× = × . 
Розв’язання. Перетворимо рівняння: 1 5 7 5 72 5 3 7
3 3 2 3 6
xx
x x
x
- æ ö× = × Û = Û =ç ÷× è ø
. 
Прологарифмуємо обидві частини рівняння за основою 5
3
:  
5 5 5
3 3 3
5 7 7log log log
3 6 6
x
xæ ö æ ö æ ö= Û =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
 
Відповідь. 5
3
7log
6
ì üæ ö
í ýç ÷
è øî þ
. 
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Приклад 14. Розв’яжіть  рівняння 
2 4 27 8x x- = . 
Розв’язання. Прологарифмуємо вихідне рівняння за основою 7 (можна 
логарифмувати і за основою 8 або за будь-якою додатною основою, що 
не дорівнює 1). ( ) ( ) ( )2 4 2 27 7 7 7log 7 log 8 4 log 7 2 log 8x x x x- = Û - = Û  
( )2 27 74 2 log 8 0 2 log 8 4 0x x x xÛ - - = Û - × - = . Розв’яжемо це квадратне 
рівняння, знайдемо його корені: ( )21,2 7 7log 8 log 8 4x = ± + . Ці корені 
будуть розв’язками вихідного рівняння. 
Відповідь. ( ){ }27 7log 8 log 8 4± + . 
IV. Метод винесення спільного множника за дужки 
Приклад 15. Розв’яжіть  рівняння 1 15 3 5 6 5 10 0x x x+ -+ × - × + = . 
Розв’язання. Перетворимо рівняння: 1 2 1 15 5 3 5 6 5 5 10 0x x x- - -× + × - × × + = . 
Винесемо спільний множник 15x-  за дужки: ( )1 25 5 3 6 5 10 0x- × + - × + = Û  
( )1 15 2 10 0 5 5 1 1 2x x x x- -Û × - + = Û = Û - = Û = . 
Відповідь. { }2 . 
V. Метод зведення до квадратного рівняння 
а) Рівняння вигляду ( ) ( )2 0f x f xA a B a C×× + × + =  ( 0a > , 1a ¹ ) 
можна звести до квадратного рівняння 2 0Ay By C+ + =  за 
допомогою підстановки ( )f xa y= . 
Приклад 16. Розв’яжіть  рівняння 
2 223 12 3 27 0x x- × + = . 
Розв’язання. Нехай 
2
3x y= , тоді ( )2 2 22 23 3x x y= = . Підставимо ці значення у 
вихідне рівняння, одержимо: 2 1 212 27 0 3; 9y y y y- + = Û = = Þ  
2
2
2
2
13 3 1
2 23 9
x
x
xx
x x
é = ±é= é =
Û Ûê êê = = ±=ê ë ëë
. 
Відповідь. { }1; 2± ± . 
б) Рівняння вигляду ( ) ( )x xn nM a b N a b p× - + × + = , де 
2 1a b- =  зводять до квадратних рівнянь за допомогою заміни: 
( )xn a b y- =  або ( )xn a b y+ = . 
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Приклад 17. Розв’яжіть  рівняння ( ) ( )2 3 2 3 4x x+ + - = . 
Розв’язання. Зробимо заміну: ( )2 3 x y+ = . Одержимо: 
( ) ( )
1 1 1 12 3
2 3 2 3 2 3
xx
x
x y
æ öæ ö
- = = = =ç ÷ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø +
. 
Тоді вихідне рівняння буде еквівалентним до рівняння: 
2
1,2
1 4 4 1 0 2 4 1 2 3y y y y
y
+ = Û - + = Û = ± - = ± Û  
( )
( )
( )
( ) ( )
2
1
2
2 3 2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
x x
x x
-
é é+ = + + = +ê ê
Û Û Ûê ê
ê ê+ = - + = - = +ëë
 
( )
( ) ( )
2
1
2
12 3 2 3 22
212 3 2 3 2
x
x
x
x
x x-
é é =+ = +ê ê =éÛ Û Ûê ê ê = -ëê ê = -+ = + ëë
. 
Відповідь. { }2; 2- . 
VI. Метод введення нової змінної 
Рівняння вигляду ( ) 0m n xmx nx mxa p a b q b-+ × × + × = , де 0a > , 
1a ¹ , 0b > , 1b ¹ , а сума показників степенів чисел a  і b  кожного 
члену дорівнює mx , доцільно розв’язувати за допомогою ділення 
кожного члена рівняння на mxb  ( 0mxb ¹ ): 
( )
0 0
mx mx mxm n xnx mx
mx mx
a a b b a ap q p q
b b b b b
- ××æ ö æ ö æ ö+ × + × = Þ + × + =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
. 
Одержане рівняння розв’яжемо методом заміни змінної 
xay
b
æ ö=ç ÷
è ø
, та перейдемо до рівняння 0m ny py q+ + = . Його коренями 
будуть 1y , 2y , ..., ky . Розв’яжемо рівняння: 1
xay
b
æ ö=ç ÷
è ø
, ..., 
x
k
ay
b
æ ö= ç ÷
è ø
, 
та одержимо k  значень x . 
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Приклад 18. Розв’яжіть  рівняння 27 12 2 8x x x+ = × . 
Розв’язання. Запишемо вихідне рівняння так: 3 2 33 2 3 2 2 0x x x x+ × - × = . 
Поділимо кожний  член рівняння на 32 x , одержимо: 
33 3 2 0
2 2
x x
æ ö æ ö+ - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
.  
Нехай 
3
2
x
yæ ö =ç ÷
è ø
, 0y > , тоді ( ) ( )3 32 0 1 1 0y y y y+ - = Þ - + - = Þ  
( )( )2 11 2 0 1y y y yÞ - + + = Þ = .  
Рівняння 2 2 0y y+ + =  не має дійсних коренів, тому що його 
дискримінант від’ємний ( )7 0D = - < . Ось чому, 3 1 0
2
x
xæ ö = Þ =ç ÷
è ø
. 
Відповідь. { }0 . 
Рівняння вигляду ( )( ) ( ) ( )( ) ( )x g xf x f xj =  називають степенево-
показниковими. 
При розв’язанні таких рівнянь необхідно перевіряти 
значення ( ) 1f x = - ; ( ) 0f x = ; ( ) 1f x = , оскільки корені цих 
трьох рівнянь можуть бути коренями вихідного рівняння.  
Якщо ( ) 1f x ¹ - ; ( ) 0f x ¹ ; ( ) 1f x ¹ , то використовуємо 
умову рівності степенів з рівними основами: ( ) ( )x g xj = . У 
цьому випадку треба обов’язково виконати перевірку, тому що ліва 
або права частини рівняння можуть не мати сенсу. 
Приклад 19. Розв’яжіть рівняння ( )
210 3 12 1x xx - -- = . 
Розв’язання. Розглянемо випадки: 2 1x - = ; 2 1x - = - ; 2 0x - = . 
а) 2 1x - = Þ 3x = . Перевіримо це значення: ( ) ( )10 9 3 3 1 803 2 1 1× - × -- = - = . 
Отже, 1 3x =  – це корінь рівняння. 
б) 2 1x - = - Þ 1x = . Перевіримо це значення: ( ) ( )101 31 1 61 2 1 1× - × -- = - = . 
Отже, 2 1x =  – це корінь рівняння. 
в) 2 0x - = Þ 2x = . Перевіримо це значення: ( )10 4 3 2 1 332 2 0 0 1× - × -- = = ¹ . 
Отже, 2x =  – це не є коренем рівняння. 
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г) Нехай 2 1x - ¹ - ; 2 0x - ¹ ; 2 1x - ¹ . Тоді ( ) ( )
210 3 1 02 2x xx x- -- = - Þ  
2
3 4
1 110 3 1 0 ;
5 2
x x x xÞ - - = Þ = - = . Перевіримо ці значення:  
3
1
5
x = - Þ ( )
1 110 3 1
25 5 01 2 2,2 1
5
× + × -
æ ö- - = - =ç ÷
è ø
; 
4
1
2
x = Þ  ( )
1 110 3 1
4 2 01 2 1,5 1
2
× - × -
æ ö- = - =ç ÷
è ø
. 
Отже, 3
1
5
x = -  і 4
1
2
x =  – це корені рівняння. 
Відповідь. 1 1; ;1; 3
5 2
ì ü-í ý
î þ
. 
7.3. Логарифмічні рівняння. Методи розв’язання  
Рівняння називають логарифмічним, якщо змінна в ньому 
знаходиться під знаком логарифма або в основі логарифма. 
Наприклад, рівняння 3log 2x = ; log 4 2x = - ; 
( ) ( )log loga af x g x=  – це логарифмічні рівняння. 
Розв’язання логарифмічних рівнянь базується на 
властивостях логарифмічної функції. 
I. Розв’язання простіших логарифмічних рівнянь зі 
застосуванням властивостей логарифма 
Найпростіші логарифмічні рівняння – це рівняння вигляду: 
а) loga x b= ; б) ( )loga f x b= ; в) ( ) ( )loga f x g x= ; 
г) ( ) ( )log loga af x g x= ; д) ( ) ( ) ( ) ( )log logx xf x g xj j= . 
а) log , 0, 1ba x b x a a a= Û = > ¹ . 
Приклад 20. Розв’яжіть рівняння 3log 2x = . 
Розв’язання. (ОДЗ: 0x > ); 23log 2 3 9x x x= Û = Þ = . 
Відповідь. { }9 . 
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б) ( ) ( )log , 0, 1ba f x b f x a a a= Û = > ¹ . 
Приклад 21. Розв’яжіть рівняння ( )4log 2 3x + = . 
Розв’язання. (ОДЗ: 2x > - ); ( ) 34log 2 3 2 4 64 64 2 62x x x+ = Û + = = Û = - = . 
Відповідь. { }62 . 
в) ( ) ( ) ( ) ( )log , 0, 1g xa f x g x f x a a a= Û = > ¹ . 
Приклад 22. Розв’яжіть рівняння ( )2log 4 2x x- = . 
Розв’язання. ( ) ( )22log 4 2 4 2 2 2 2 2 0 2x x x x x xx y- = Û - = Û - - = Û = . 
2 2 12 22 0 1
1 2 1
x
x
y x
y y x
y x f
= =é =é é
- - = Û Û Û Û =êê ê= - Î= -ë ëë
. 
Перевірка. ( )2 21 log 4 2 log 2 1 1 1,x = Þ - = = Þ =  отже 1x =  – це корінь 
вихідного рівняння. 
Відповідь. { }1 . 
г) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
;
log log 0;
0;
a a
f x g x
f x g x f x
g x
=ì
ï= Û >í
ï >î
 де, 0, 1a a> ¹ . 
Приклад 23. Розв’яжіть рівняння ( ) ( )26 6log 1 log 7 7x x- = - . 
Розв’язання. ( ) ( )26 6log 1 log 7 7x x- = - Û  
2 2
2
1 7 7 7 6 0 1; 6
1 0 1; 1 1; 1 6
7 7 0 1 1
x x x x x x
x x x x x x
x x x
ì ì- = - - + = = =ì
ï ï ïÛ - > Û < - > Û < - > Þ =í í í
ï ï ï- > > >îî î
. 
6x =  – це єдиний корінь вихідного рівняння. 
Відповідь. { }6 . 
д) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( )
( )
;
0;
log log 0;
0;
1.
x x
f x g x
f x
f x g x g x
x
x
j j
j
j
ì =
ï >ïï= Û >í
ï >ï
¹ïî
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Приклад 24. Розв’яжіть рівняння ( ) ( )22 2log 3 log 6 8x xx x x- = - . 
Розв’язання . ( ) ( )22 2log 3 log 6 8x xx x x- = - Û  
{
2
2
2
9 8 0
3 6 8 0; 3
43 0 1; 8 86 8 0 3 3
02 0
12 1
2
x x
x x x x x
x x x xx xx x
xx
x x
ì - + =
ïì - = - < >
ïï - > ï = =ï >Û Û Û Þ =- >í í >ï ï >>
ï ï¹î ï ¹
î
  
Відповідь. { }8 . 
II. Розв’язання логарифмічних рівнянь за допомогою 
потенціювання. 
Приклад 25. Розв’яжіть рівняння ( ) ( )4 4 4log 3 log 1 2 log 8x x+ - - = - . 
Розв’язання. Зробимо перетворення:  
2
4 4 4 4 4
3 3log log 4 log 8 log log 2
1 1
x x
x x
+ +
= - Û =
- -
. 
Розв'язуємо систему: 
4 4
3 3 5log log 2 2
1 1 3 53 0 3 11 0 1
x x x
x x x xx x xx x
+ +ì ì == = ìï ï ï- -Û Û > - Þ =í í í+ > > -ï ï ï >î- > >î î
 – 
це корінь вихідного рівняння. 
Відповідь. { }5 . 
III. Розв’язання рівнянь за допомогою застосування основної 
логарифмічної тотожності loga ba b= . 
Приклад 26. Розв’яжіть рівняння ( )3log 1 2 29 5 5x x- = - . 
Розв’язання. Перетворимо ліву частину рівняння: ( ) ( ) ( )33 log 1 2log 1 2 29 3 xx -- = =  
( ) ( ) ( )
2
3 3 22log 1 2 log 1 23 3 1 2x x x- -= = = - , тоді ( )3log 1 2 29 5 5x x- = - Û  
( )
2 2 2
2 2 1 4 4 5 5 4 6 0 2 101 2 5 5 1 1 1
1 2 0
2 2 2
x x x x x xx x
x x xx
ìì ì- + = - + - = = - ±ì ï ï ï- = -Û Û Û Û Þí í í í< < <- >î ï ï ïî î î
 
2 10xÞ = - -  – це корінь вихідного  рівняння. 
Відповідь. { }2 10- - . 
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IV. Розв’язання логарифмічних рівнянь методом заміни 
змінної. 
Приклад 27. Розв’яжіть рівняння ( )2 32 lg 3lg 1 0x x× - - = . 
Розв’язання. (ОДЗ: 0x > ); Оскільки ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 3 2lg lg 3lg 3 lgx x x x= = = =  
29lg x= , отже 2 22 9lg 3lg 1 0 18lg 3lg 1 0x x x x× - - = Û - - = .  
Нехай lg x t= , тоді: 2 1,2
3 9 4 18 3 918 3 1 0
2 18 36
t t t ± + × ±- - = Û = = Û
×
 
1
31
1
6
2
12 1 1lg 1036 3 3
6 1 1lg 1036 6 6
t x x
t x x
-
é é é= = =ê ê =êÛ Û Ûê ê êê ê= - = - = - ê =ëê êë ë
 
Відповідь. 
1 1
3 610 ; 10
-ì ü
í ý
î þ
. 
V. Розв’язання рівнянь методом логарифмування. 
Приклад 28. Розв’яжіть рівняння 
32lg 1,5lg 10x xx - = . 
Розв’язання. (ОДЗ: 0x > ); ( )3 32lg 1,5lg 2lg 1,5lg10 lg lg 10x x x xx x- -= Û = Û  
( )3 4 212lg 1,5lg lg 4lg 3lg 1 02x x x x xÛ - = Û - - = . 
Нехай 2lg x t= , одержимо: 24 3 1 0t t- - = Û  
2
1
2
1 lg 1 lg 1; lg 1 10; 10 0,11 1lg
4 4
t x x x x xxt x
-
= é =é = = -éêêÛ Û Û Û = = =ê ÎÆ= - = -êê ëë ë
. 
Відповідь. { }10; 0,1 . 
VI. Розв’язання рівнянь методом ділення обох частин на 
показниково-логарифмічну функцію. 
Приклад 29. Розв’яжіть рівняння lg lg 1 lg 1 lg 17 5 3 5 13 7x x x x+ - -- = × - × . 
Розв’язання. (ОДЗ: 0x > ); lg lg lg lg3 137 5 5 5 7
5 7
x x x x- × = × - × Û  
lg lg lg lg13 3 20 281 7 5 5 7 5
7 5 7 5
x x x xæ ö æ öÛ + × = + × Û × = × Ûç ÷ ç ÷
è ø è ø
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lg 2lg
2
lg
7 28 7 7 7 lg 2 10 100.
5 5 20 5 5
xx
x x x
× æ ö æ öÛ = Û = Û = Û = =ç ÷ ç ÷× è ø è ø
 
Відповідь. { }100 . 
VII. Розв’язання рівнянь за допомогою формули переходу до 
іншої основи. 
Приклад 30. Розв’яжіть рівняння 16 4 2log log log 7x x x+ + = . 
Розв’язання. (ОДЗ: 0x > ). Перейдемо до основи 2: 
2 2 2 2
16 4
2 2
log log log loglog ; log
log 16 4 log 4 2
x x x xx x= = = = . 
Нехай 2log x t= , тоді 
4
27 4 log 4 2 164 2
t t t t x x+ + = Û = Û = Û = = . 
Відповідь. { }16 . 
7.4. Системи показникових і логарифмічних рівнянь 
Розв’язання систем показникових і логарифмічних рівнянь 
різними методами розглянемо на прикладах. 
Приклад 31. Розв’яжіть систему рівнянь 
2 3 12
2 3 18
x y
y x
ì × =
í
× =î
. 
Розв’язання. Помножимо перше і друге рівняння системи. Одержимо:  
( ) 3 32 3 2 3 12 18 2 3 2 6 3 6 2 3 6 6 6x yx y y x x y x y x y++ + +× × × = × Û × = × × × Û × = Û = Û  
3 3x y y xÛ + = Û = - . 
У перше рівняння вихідної системи підставимо замість y  його значення 
( )3 x- . Одержимо: 
3
3 2 32 3 12 12
3
x
x x
x
- ×× = Û = Û   
2
3
2 12 4 2 2
3 3 9 3
x
xæ ö æ öÛ = = = Û =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. Тоді, 3 3 2 1y x= - = - = . 
Відповідь. ( ){ }2;1 . 
Приклад 32. Розв’яжіть систему рівнянь 3 2
lg 2lg 3
lg lg 9
x y
x y
+ = -ì
í - =î
. 
Розв’язання. ОДЗ системи: 
0
0
x
y
>ì
í >î
. Перетворимо рівняння системи з 
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урахуванням наступних тотожностей: 3lg 3lgx x= ; 2lg 2lgy y= .  
Тоді вихідну систему рівнянь можна записати та розв’язати у вигляді: 
3 2
lg 2lg 3
lg 2lg 3lg 2lg 3 9
lg lg 9
x y
x y x y
x y
+ = -ì
Þ + + - = - +í - =î
; або 4lg 6x = Û   
3
323lg 10 10 10 10
2
x xÛ = Û = = = . 
З першого рівняння системи одержимо: 2lg lg 3y x= - - Û  
9
4
4
lg 3 3 9 1lg 3 :2 10
2 2 4 100 10
xy y
-- - æ öÛ = = - - = - Û = =ç ÷ ×è ø
. 
Відповідь. 
4
110 10;
100 10
ì üæ ö
í ýç ÷×è øî þ
. 
Приклад 33. Розв’яжіть систему рівнянь 
( )6log 4
2 2
5 1
4 7 2 8
x y
x y x y
-
- -
ì =
í
- × =î
. 
Розв’язання. ОДЗ системи: 4 0x y- > .  
Нехай 22x y t- = , тоді друге рівняння системи: 2 7 8 0t t- - =  має корені: 
1 28; 1t t= = - . Корінь рівняння 2 1t = -  не задовольняє ОДЗ вихідної 
системи. Отже, 2 32 8 2 2 3x y x y- = = Û - = . 
З першого рівняння вихідної системи можна записати, що 
( )6log 4 0 4 1x y x y- = Û - = . Одержимо систему, рівносильну до вихідної:  
4 1 5
2 3 1
x y x
x y y
- = =ì ì
Ûí í- = =î î
. 
Відповідь. ( ){ }5;1 . 
7.5. Показникові нерівності 
Нерівність, що містить змінну у показнику степеня, 
називають показниковою нерівністю. 
Загальний вигляд показникової нерівності: ( ) ( )f x g xa b> . 
Розв’язання будь-якої показникової нерівності можна звести 
до розв’язання нерівності з однаковою основою: ( ) ( )f x xa aj> . 
Розв’язання такої нерівності базується на властивості 
монотонності показникової функції: якщо 1a > , тоді показникова 
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функція монотонно зростає; якщо 0 1a< < , тоді показникова 
функція монотонно спадає. Виходячи з цього, можна розглядати 
два випадки:  а) 1a > , ( ) ( ) ( ) ( )f x xa a f x xj j> Þ > ; 
б) 0 1a< < , ( ) ( ) ( ) ( )f x xa a f x xj j> Þ < . 
Якщо вираз зі змінною знаходиться як в основі, так і в 
показнику степеня, тоді ця нерівність називається показниково-
степеневою. Розв’язання такої нерівності можна звести до 
розв’язання системи нерівностей. 
У процесі розв’язання нерівності ( ) ( ) ( ) ( )f x xu x u x j>  
розглядають два випадки: а) 
( )
( ) ( )
1u x
f x xj
>ì
í >î
; б) 
( )
( ) ( )
0 1u x
f x xj
< <ì
í <î
. 
Розв’язком показникової нерівності буде об’єднання множин 
розв’язків цих систем.  
Приклад 34. Розв’яжіть нерівність 
2 6 2,51 16 2
2
x x- -
æ ö >ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Праву частину нерівності запишемо так: 
4,5
4,5 116 2 2
2
-
æ ö= = ç ÷
è ø
. 
Тоді вихідна нерівність буде мати вигляд: 
2 6 2,5 4,51 1
2 2
x x- - -
æ ö æ ö>ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Основа 1 1
2
< , тому ця нерівність є рівносильною до квадратної 
нерівності 2 6 2,5 4,5x x- - < -  або 2 6 2 0x x- + < . Розв’язком цієї 
нерівності будуть: 1 3 7x = - ; 2 3 7x = + , а розв'язком вихідної 
нерівності буде: 3 7 3 7x- < < + . 
Відповідь. 3 7; 3 7x ù éÎ - +û ë . 
Приклад 35. Розв’яжіть нерівність 2 5x > . 
Розв’язання. Перетворимо обидві частини нерівності: 2log 52 5 2 2x x> Û > . 
Основа 2 1> , тому можна записати: 2log 5x > . 
Відповідь. ] [2log 5;x Î + ¥ . 
Розділ 7 
 250
Приклад 36. Розв’яжіть нерівність 24 2 5 10 0x x x- × - > . 
Розв’язання. Вихідну нерівність запишемо так: 2 22 2 5 2 5 0x x x x- × - × > . 
У лівій частині нерівності знаходяться функції, що є однорідними 
відносно 2x  і 5x . Поділимо обидві частини вихідної нерівності на 
25 25x x= . Одержимо: 
2
4 10 2 22 0 2 0
25 25 5 5
x x x xæ öæ ö æ ö æ ö æ ö- - > Û - - >ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è ø è ø è øè ø
. 
Нехай 2
5
x
tæ ö =ç ÷
è ø
, 0t > , тоді 2 12 0 2
tt t t
< -é- - > Û ê >ë
. Оскільки за означенням 
0t > , то 1t < -  не може бути розв’язком нерівності. Якщо 2t > , тоді 
2
5
log 2
2
5
2 2 22 log 2
5 5 5
x x
xæ ö æ ö æ ö> Û > Û <ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
 буде розв'язком вихідної нерівності. 
Відповідь. 2
5
; log 2x
ù é
Î - ¥ú ê
û ë
. 
Приклад 37. Розв’яжіть нерівність 
2 1
2 1
x
xx
-
- > . 
Розв’язання. Запишемо вихідну нерівність так: 
2 1
02
x
xx x
-
- > . Для розв'язання 
цього рівняння запишемо дві системи рівнянь. Розв'язком вихідної 
нерівності буде об’єднання розв'язків цих систем. 
1) 
1
1 22 1 0
2
x
xx
x
>ì
ï Û < <-í
>ï -î
;   2) 
0 1
102 1 20
2
x
xx
x
< <ì
ï Û < <-í
<ï -î
. 
Відповідь. ] [10; 1; 2
2
x ù éÎú êû ë
U . 
Приклад 38. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )8 7 1 94 4x xx x- -+ £ + . 
Розв’язання. (ОДЗ: 4x > - ). Ця показниково-степенева нерівність є 
рівносильною двом системам нерівностей: 
1) 
4 1 3
8 7 1 9 3,5
x x
x x x
+ > > -ì ì
Ûí í- £ - £ -î î
, тобто x ÎÆ . 
2) 
0 4 1 4 3
3,5 3
8 7 1 9 3,5
x x
x
x x x
< + < - < < -ì ì
Û Û - £ < -í í- ³ - ³ -î î
. 
Значення 3x = -  належать до ОДЗ вихідної нерівності, тобто 4 1x + =  
3xÞ = - . Тому 3x = -  – це розв’язок вихідної нерівності. 
Відповідь. [ ]3,5; 3x Î - - . 
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Приклад 39. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )1 2x xx x+ ³ + . 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ: 
1 0
1
2 0
x
x
x
+ >ì
Û > -í + >î
. 
Поділимо обидві частини вихідної нерівності на ( )2 0xx + > , та 
одержимо нерівність, яка буде рівносильною до вихідної: 1 1
2
xx
x
+æ ö ³ç ÷+è ø
.  
Розглянемо три можливих випадки: 
1) 1 1 1 2 1 2
2
x x x x
x
+
= Û + = + Û = Û ÎÆ
+
. 
2) ] ]
1 0 1 2 10 1
1; 02
0 00
x x x x
xx
x xx
+ì < + < + > -< < ì ìï Û Û Û Î -+í í í£ £î îï £î
 . 
3)
1 1 21
2
0 00
x x x x
xx
x xx
+ì + > + ÎÆ> ì ìï Û Û Û ÎÆ+í í í³ ³î îï ³î
. 
Відповідь. ] ]1; 0x Î - . 
7.6. Логарифмічні нерівності 
Нерівність, яка містить змінну під знаком логарифма або в 
основі логарифма, називають логарифмічною.  
Розв’язання логарифмічних нерівностей, доцільно зводити 
до розв’язання нерівностей вигляду: ( ) ( )log loga af x xj> .  
У процесі розв’язання логарифмічних нерівностей важливо 
пам’ятати, що: 
1) вираз зі змінною під знаком логарифма може бути тільки 
додатним; 
2) логарифмічна функція монотонно зростає, якщо 1a >  і 
монотонно спадає, якщо 0 1a< < . 
Розв’язання логарифмічних нерівностей зводиться до 
розв’язання системи нерівностей. 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо основа логарифма містить змінну, то розв’язання 
нерівності ( ) ( ) ( ) ( )log logu x u xf x xj>  можна звести до 
розв’язання двох систем нерівностей: 
а) 
( )
( )
( )
( ) ( )
1
0
0
u x
f x
x
f x x
j
j
>ì
ï >ï
í >ï
ï >î
                      б) 
( )
( )
( )
( ) ( )
0 1
0
0
u x
f x
x
f x x
j
j
< <ì
ï >ï
í >ï
ï <î
 
Розв’язок вихідної нерівності – це об’єднання множин 
розв’язків цих двох систем. 
Приклад 40. Розв’яжіть нерівність ( )2log 1 2x- > - . 
Розв’язання. (ОДЗ: 1 0 1x x- > Û < ). ( ) ( ) ( )22 2 2log 1 2 log 1 log 2x x -- > - Û - > Û  
2 1 31 2 1
4 4
x x x-Û - > Û - > Û < . Знайдений розв’язок входить до ОДЗ 
вихідної нерівності. 
Відповідь. 3;
4
x ù éÎ - ¥ú êû ë
. 
Приклад 41. Розв’яжіть нерівність ( ) ( )2 2log 8 log 4 2x x- > - . 
Розв’язання. Основа логарифмів більше від 1, тому можна записати тільки 
одну систему нерівностей: 
8 0 8
4 2 0 2 4 2
8 4 2 4
x x
x x x
x x x
- > <ì ì
ï ï- > Û < Û - < <í í
ï ï- > - > -î î
. 
Відповідь. ] [4; 2x Î - . 
Приклад 42. Розв’яжіть нерівність 4
2
1 log 1
1 log 2
x
x
-
£
+
. 
Розв’язання. Запишемо логарифм за основою 4 як логарифм за основою 2: 
2 2
4 2
2
log log 1log log
log 4 2 2
x xx x= = = . 
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Нехай 2log x t= , тоді запишемо вихідну нерівність так: 
( ) ( )
2
2
log 111 1 2 1 1 22 0 0 1 1log1 2 2 1 2 2 1 2 2
t xtt t
t xt t t
< -< -- éé- - êê£ Û - £ Û £ Û Û Û
³ ³+ × + × + êêë ë
 
2 2
1
2
2 2
1 1log log 02 2
2log log 2
x x
xx
é é< < <ê êÛ Ûê ê ³ê ë³ë
. 
Відповідь. 10; 2;
2
x ù é é éÎ + ¥ú ê ë ëû ë
U . 
Приклад 43. Розв’яжіть нерівність 
log 2
100
10
xx -æ ö £ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Прологарифмуємо нерівність за основою 10. Оскільки 10 1> , 
то знак нерівності не зміниться:  
( ) ( ) ( )
log 2
lg lg100 lg 2 lg 2 lg 2 lg 1 2
10 10
xx xx x x
-
æ ö £ Û - × £ Û - - £ç ÷
è ø
. 
Нехай lg x t= , тоді ( )( ) 22 1 2 3 0 0 3t t t t t- - £ Û - £ Û £ £  або 
30 lg 3 lg1 lg 10 1 1000x x x£ £ Û £ £ Û £ £ . 
Відповідь. [ ]1;1000x Î . 
Приклад 44. Розв’яжіть нерівність ( )log 2,5 1x x- > - . 
Розв’язання. Запишемо нерівність так: ( ) 1log 2,5 logx xx x- > . 
Розв’язання цієї нерівності можна звести до розв’язання двох систем 
нерівностей: 
а) 
2,5 0 2,5 0 2,51 1 11 1 0,5 22,5 2,5
x x xx x x
xx x
x x
- > - >ì ì <ìï ï ï> >Û Û >í í í
ï ï ï < <- > - > îî î
] [1; 2xÞ Î ; 
б) 
] [
] [
] [ ] [ ] [
2,5 0 2,5 0 ; 2,5
0 1 0 1 0;11 12,5 2,5 ; 0 0; 0,5 2;
x x x
x x x
x x xx x
- > - >ì ì ì Î -¥
ï ï ï< < < <Û Û Îí í í
ï ï ï- < - < Î -¥ + ¥îî î
U U
] [0; 0,5xÞ Î . 
Розв’язком вихідної системи буде об’єднання розв’язків систем а) і б). 
Відповідь. ] [ ] [0; 0,5 1; 2x Î U . 
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Приклад 45. Розв’яжіть нерівність ( )2 5log 2 log 1 0
2
x x
x
× +
>
-
. 
Розв’язання. ОДЗ: 
2 0
1 0 0 2 2
2 0
x
x x x
x
>ì
ï + > Û < < >í
ï - ¹î
U . 
Знайдемо значення x , за яких кожний множник перетворюється на нуль.  
2
1log 2 0 2 1
2
x x x= Û = Û = ;  
( )5log 1 0 1 1 0x x x+ = Û + = Û = ; 
2 0 2x x- ¹ Û ¹ . 
Нанесемо точки 1
2
x = ; 0x = ; 2x =  на числову пряму (рис. 7.1) 
 
Рисунок 7.1 
Числова пряма з урахуванням ОДЗ буде поділена на три інтервали: 
10;
2
ù é
ú êû ë
; 1 ; 2
2
ù é
ú êû ë
; ] [2; + ¥ . 
Позначимо ( ) ( )2 5log 2 log 1
2
x x
f x
x
× +
=
-
 і визначимо знак ( )f x  на 
кожному з інтервалів. Для цього візьмемо будь-яке значення з кожного 
інтервалу, підставимо до ( )f x  та знайдемо знак ( )f x  на цьому 
інтервалі. 
1) 
2 5
1 5log log1 2 4 074
4
f
×æ ö = >ç ÷
è ø -
;  2) ( )1 0f < ;  3) ( )3 0f > . 
Оскільки, ( ) 0f x > , якщо ] [10; 2;
2
x ù éÎ + ¥ú êû ë
U , це і буде розв’язком 
вихідної нерівності. 
Відповідь. ] [10; 2;
2
x ù éÎ + ¥ú êû ë
U . 
- 
+  +  
2  1
2
 
0  x  
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке логарифмічне рівняння ? 
2. Що таке показникове рівняння ? 
3. Що таке логарифм? 
4. Сформулюйте основну логарифмічну тотожність. 
5. Назвіть основні властивості логарифмів. 
6. Що таке потенціювання? 
7. Які методи розв’язання логарифмічних рівнянь ви знаєте? 
8. Які методи розв’язання показникових рівнянь ви знаєте? 
9. Що таке логарифмічна нерівність? 
10. Що таке показникова нерівність? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 17 
I. Обчисліть. 
1) 27log 243;  2) 1
3 3
log 9;  3) 
( )
( )
lg 3 2 2
lg 2 1
+
+
;  4) 23 log 32 × ; 
5) 2log 54 ;   6) 42 log 6 12 × - ;  7) 3
1
log 525 ;    8) 2 23 log 32 × . 
II. Спростіть вирази. 
1) ( ) 4log 49 72 + ;   2) 7 7log log 7 7 7 ;  3) 3 25log 5 log 27× ; 
4) 
2 lg18 1 lg5
lg36 lg1966 14
- +
× ;  5) 90,5log 781 . 
III. Визначте, яке з чисел є більшим від іншого. 
а) 4log 60  або 3log 30;   б) 9log 10 або lg11;  
в) 4log 2  або 0,0625log 0,25;  г) 7log 27  або 3log 7 . 
IV. Розв’яжіть найпростіші показникові рівняння. 
1) 5 625x = ;  2) 2 32x- = ;  3) 37 0x- = ;  4) 
3 7 7 23 7
7 3
x x+ -
æ ö æ ö=ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
s 
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5) 4 29 9x x- += ;  6) ( )8 10,04
625
x- = ;  7) ( )
2
2 2 10,5 2
64
x x+× = ; 
8) 2 25 6 900x x× = ;  9) 2 7 196x x× = ;  10) 2 2 4 25 4 16 10x x x+ -× = × . 
V. Розв’яжіть показникові рівняння. 
1) 13 3 108x x++ = ;   2) 17 7 6x x-- = ; 
3) 1 2 32 2 2 448x x x- - -+ + = ;  4) 2 1 2 2 2 25 2 5 2 0x x x x- ++ - + = ; 
5) 5 8x x= ;     6) 12 5 7 3x x-× = × ; 
7) 1 24 4 4 9x x x x+ ++ + = ;   8) 16 20 25x x x+ = ; 
9) 27 6 7 5 0x x- × + = ;   10) 12 4 25 15 10x x x+× + = × ; 
11) 12 27 2 8x x x+ = × ;   12) 5 1 1xx - = ; 
13) ( ) ( )6 35 6 35 12x x+ + - = ;  
14) ( ) 95 1xx -+ = ;    15) ( ) ( )
23 3 105 8 5 8x xx x+- = - ; 
16) 
28 1x xx - = ;    17) 
210 3 12 1x xx - -- = . 
VI. Розв’яжіть найпростіші логарифмічні рівняння. 
1) 3log 2x = ; 2) ( )2log 2 1 4x - = ; 3) ( ) ( )25 5log 9 log 9 4x x- = - ; 
4) ( ) ( )26 6log 8 log 2 9x xx x x- = - ; 5) 2 3 4log log log 0x = ;  
6) ( )23log 1 1x x x- - - = ;   7) ( )lg 3 2 3 lg 25x - = - ; 
8) ( )3log 9 72x x- = ;    9) ( )23 1
4
log log 2 0x- = . 
VII. Розв’яжіть логарифмічні рівняння. 
1) ( ) ( )2 2log 3 log 2 1x x+ + + = ;  2) 5 1
5
3 1log log
3 1 2
x
x
+
=
-
; 
3) ( ) ( )29 9 9log 7 log 3 2 log 27x x x+ - - - = - ;  4) ( )49log 57 4x- = ; 
5) ( ) ( )
1
2lg 5 lg 3 20 lg2x x- - - = ; 6) ( )log 7 16x xx - = ; 
7) 22 2log 2log 3 0x x- - = ;    8) 
6 3lg 9lg 8 0x x- + = ; 
9) ( )2 29 94log 6log 9x x- + = - ;   10) ( )2 24lg lg 16x x- - = ; 
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11) 5 5log log1,25 0,8 2,05x x+ = ;   12) lg lg13 14x xx x-+ = ; 
13) 3 9 81log log log 7x x x+ + = ;  14) 2 16log 2 log 2 log 2x x x× = ; 
15) 3 4log log 2x x+ = ;   16) 25 53log 5 2log 5 3log 5 0x x x+ + = ; 
17) 3log 2 27xx - = ; 18) ( ) ( )3 7 5 3log 5 3 log 3 7 2x xx x+ ++ + + = ; 
19) 2log 16xx x= ; 20) ( )9 9
9
1 2log 2 1 2log 3 log 12
log x
x
x
+
- = × - ; 
21) 
2 lg
2 20
x
x
-
= ; 22) ( )9 9
9
1 2log 2 1 2log 3 log 12
log x
x
x
+
- = × - ; 
23) ( ) ( )2 2 2log 3 1 log 3 log 5 2 1x x- - = - - ; 
24) ( )43 9log 1 4 2 logx x x x× + = + × ;  25) lg lg525 5 4x x= + × . 
VIII. Розв’яжіть системи рівнянь. 
1) 
2 2
34
log log 6
x y
x y
+ =ì
í + =î
; 2) 
2 3 7
3 2 2 3 18
x y
x y
ì × =
í
× × × =î
; 3) 
( )2
3 9 81
lg lg 2lg3
y x
x y x
ì × =ï
í
+ - =ïî
; 
4) 
lg lg 5
lg lg 3
x y
x y
+ =ì
í - =î
;  5) 
90
lg lg 3
x y
x y
- =ì
í + =î
;  6) 
10 10
log 10 log 10 5
5log log
4
x y
x y
+ =ì
ï
í
+ =ïî
; 
7) 4 22 2
log log 0
9 8 0
x y
x y
+ =ì
í - + =î
; 8) 
( )
( )
log 1
log 0
xy
xy
x y
x y
- =ì
í + =î
;  9) 2 3
lg 4lg 7,5
lg 4lg 30
x y
x y
+ = -ì
í - =î
. 
IX. Розв’яжіть показникові нерівності. 
1) 3 81x > ; 2) 1 1
2 32
æ ö £ç ÷
è ø
; 3) 
2 40,5 8x x- < ; 
4) 
2 8 63 3x x- + £ ; 5) 
2 4510 0,81
3
x
x
-
æ ö ³ç ÷
è ø
; 6) 0,5 3x > ; 
7) 2 3x > ; 8) 
2 4 2 17
49
x x- - > ; 9) 
2 2 1 11 1
2 2
x x x+ + -
æ ö æ ö³ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
10) 14 2 3x x+< + ; 11) 2 5 23 3 2x x+ +£ + ;    
12) 3 5 35 2 24 2 56 0x x-× - × + £ ;  13) 25 6 5 55x x> × + ; 
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14) 1
1 1
3 5 3 1x x+
<
+ -
; 15) 3 33 3 0x xx +× - £ ; 
16) ( )
2 73 1x xx -- > ; 17) ( ) 0,22 8 8 1xx x -- + < ; 
18) 
2 2 1x xx - - < ; 19) 2 4 5 6 3 9 0x x x× - × + × < . 
X. Розв’яжіть логарифмічні нерівності. 
1) ( ) ( )2 2log 3 1 log 1x x+ > - ;  2) ( ) ( )0,5 0,5log 2 3 log 4 1x x+ £ - ; 
3) ( )1
2
log 2 3 0x + > ;  4) 2
2
4log
log 3
x
x
£
-
; 
5) ( ) 0,52 log 0x x- < ; 6) ( )log 3 1 1x x - > ;  
7) ( )24log 2 9 4 1x x x- - + > ;  8) 1
3
1log 1
1
x
x
-
> -
+
; 
9) 2
3 1log 0
2
x
x
-
<
-
;  10) 
2lg 1 0
5
x
x
-
<
-
;  
11) 4
2
1 log 1
1 log 2
x
x
-
£
-
; 12) ( )23log 1 1x x- - £ ;  
13) 4 7log 1
5x
x
x
+
> -
-
;  14) 2 4
2 1log log 1
4
x
x
-
> -
+
. 
XI. Розв’яжіть нерівності. 
1) 
7log 2
49
7
xx -æ ö <ç ÷
è ø
;  2) 
1
3
1log
21 1
2
x
x
-
-æ ö >ç ÷
è ø
;  
3) 0,7
2 1log
2 30,2 1
x
x
+
- < ; 4) 
29 75 15 10x - - £ ; 
5) ( ) ( )
6 6
12 1 2 1
x x
x
-
-
+- £ + ;  6) 
2
3 3log log9 4 3x xx< × - . 
Тригонометрія 
 259
 
ТРИГОНОМЕТРІЯ 
 
Лексика розділу 
вершина кута vertex of angle 顶角 
визначити determine 算出；给....下定义 
вимагати insist 要求 
вимірювати measure 测量 
виразити express 表示；计算 
відповідність correspondence 相符合 
геометрична фігура geometrical figure 几何图形 
градус degree 度数 
довести prove 证明 
довжина length 长；长度 
дуга кола arc of circle 弧形 
за годинною стрілкою by the clocks 从顺时针方向 
кут angle 角 
повний кут whole angle 全角 
центральний кут central angle 圆心角 
обертати turn around 转动 
перехід transition 转换 
початкова точка first point 起点 
промінь ray 射线 
проти годинної стрілки back to the clocks 逆时针方向 
радіус radius 半径 
скільки завгодно великі 
значення 
meanings as big as 
possible 
最大可能的数值 
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тригонометричні функції trigonometric 
functions 
三角函数 
частина part 部分 
           
8.1.  Кути та їх вимірювання 
Кут – це геометрична фігура, що створена двома 
променями, які виходять з однієї точки. Цю точку називають 
вершиною кута (рис. 8.1а). 
    
Рисунок 8.1 
Промінь можна обертати навколо початкової точки у двох 
напрямках: за годинною стрілкою (від’ємний напрямок) і проти 
годинної стрілки (додатний напрямок). Відповідно кути й дуги, 
які одержано обертанням променя проти годинної стрілки, 
називають додатними. А кути й дуги, які одержано обертанням 
променя за годинною стрілкою, називають від'ємними 
(рис. 8.1б). 
Осі абсцис (Ox ) та ординат (Oy ) поділяють повний кут 
(коло) на чотири чверті (або квадранти) (рис. 8.2). 
Центральний кут у колі – це кут, вершина якого 
знаходиться в його центрі. Центральний кут вимірюється 
довжиною дуги, на яку він спирається. 
A  a-  
a  
B  
O  
B¢  б) 
a  
A  
B  
O  
AOB BOA aÐ = Ð = Ða)  
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Кути вимірюються у градусах і радіанах. 
Градус – це центральний кут, довжина дуги якого дорівнює 1
360
 
частини довжини кола. 
1
60
 частину градуса називають хвилиною ( )1¢ . 
1
60
 частину хвилини називають секундою ( )1¢¢ . 
Радіан – це центральний кут, який спирається на дугу, довжина 
якої дорівнює радіусу кола. Слово "радіан" не пишуть. 
Якщо AB R=
(
; OA OB R= = , то 1AOB aÐ = = , тобто 
кут a  дорівнює одному радіану. 
Зв'язок між радіанною та градусною мірою кута 
Оскільки довжина кола дорівнює 2 Rp , то повний кут 
складає 2p  радіан:   2 2R
R
p
a p= = . 
Повний кут дорівнює o360 , ось чому o2 360p = . Отже, 
радіанна та градусна одиниці вимірювання кутів пов’язані з 
рівностями:  
o o
o360 1801 pадіан 57 17 45
2p p
¢ ¢¢= = »  (57 градусів, 
17 хвилин, 45 секунд). 
a  
y  
x  O  
B  
A  
Рисунок 8.3 
x  
II  
IV  III  
I  
y  
Рисунок 8.2 
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o
o o
21 радіану 0,017453 радіану
360 180
p p
= = » . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Формула переходу від градусів до радіан (від радіан до 
градусів):                         oрад 180
p
a a= × . 
 
Використовуючи формулу переходу, запишемо відповід-
ність між градусами та радіанами  для деяких кутів (табл. 8.1). 
Таблиця 8.1 – Відповідність між градусами та радіанами 
Град o0  o30  o45  o60  o90  o180  o270  o360  
Рад 0  
6
p  
4
p  
3
p  
2
p  p  
3
2
p  2p  
Приклад 1. Напишіть кути у радіанах: а) o40 ; б) o60 . 
Розв’язання. а) o 240
180 9
p pa = × = ; б) o60
180 3
p pa = × = . 
Відповідь. а) 2
9
pa = ; б) 
3
pa = . 
Приклад 2. Напишіть кут в 3 радіана у градусах. 
Розв’язання. o o o3 180 3 1803 171 53
180 3,14
p
a a
p
× × ¢= × Þ = = » . 
Відповідь. o171 53a ¢» . 
8.2. Визначення тригонометричних функцій 
Розглянемо коло одиничного радіусу з центром у початку 
плоскої системи координат xOy  (рис. 8.4). Таке коло називають 
одиничним колом або тригонометричним колом. 
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Рисунок 8.4 
Позначимо на осі Ox  праворуч від початку координат точку 
0M , яка лежить на тригонометричному колі: ( )0 1; 0M . 
Радіус 0OM  називають початковим радіусом. Точка 
( )0 1; 0M  переходить у точку ( );M x ya  внаслідок повороту 
початкового радіусу 0OM  навколо центра O  на кут a  (OM a
uuuur
 – це 
є одиничний радіус-вектор). 
Синус кута – це відношення ординати точки Ma  до радіусу 
кола: sin y
R
a = . 
Косинус кута – це відношення абсциси точки Ma  до радіусу 
кола: cos x
R
a = . 
Радіус одиничного кола дорівнює одиниці ( )1R = , тому 
sin ya = ; а cos xa = . Синус кута a  – це ордината одиничного 
вектора, а косинус кута a  – це абсциса одиничного вектора. 
Вісь Oy  – це вісь синусів, а вісь Ox  – це вісь косинусів. 
Тангенс кута a  – це відношення ординати точки Ma  до її 
абсциси:  sintg
cos
y
x
a
a
a
= = . 
Пряма 1x = – це вісь тангенсів (рис. 8.5). 
a  
1-  
1-  
1 
1 0  
y  
x  x  
( )0 1;0M  
( );M x ya  
y  
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Рисунок 8.5 
Тангенс кута a  дорівнює ординаті відповідної точки T  на 
осі тангенсів. 
Котангенсом кута a  називають відношення абсциси точки 
Ma  до її ординати:  
cosctg
sin
x
y
a
a
a
= = . 
Пряма 1y =  – це вісь котангенсів (рис. 8.6). 
 
Рисунок 8.6 
Котангенс кута a  дорівнює абсцисі відповідної точки K  на 
осі котангенсів. 
Поряд з функціями синуса, косинуса, тангенса і котангенса 
використовуються ще дві тригонометричні функції кута a  – це 
секанс і косеканс. 
a  
0  
K  
1 
x  
1a  
y  
1y =  
1x =  
a  
x  
y  
0  
1a  
T  
1T  
1 A  
tg 0a <  
tg 0a >  
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Секанс кута a  – це величина, яка є оберненою до cosa : 
1sec
cos
a
a
= ; cos 0a ¹ . 
Косеканс кута a  – це величина, яка є оберненою до sina : 
1cosec
sin
a
a
= ; sin 0a ¹ . 
Розглянемо знаки тригонометричних функцій sina , cosa , 
tga , ctga  у різних чвертях (квадрантах) (рис. 8.7). 
           
Рисунок 8.7 
Приклад 3. Визначте знак виразів: а) sin 2 ; б) cos6 . 
Розв’язання. Позначимо кути у 2 і 6 радіан на тригонометричному колі. 
 
Рисунок 8.8 
Відомо, що o180p =  і 3,14p »  радіан, тому 2
2
p
p< < ; 3 6 2
2
p
p< < . Ось 
чому кут 2a =  закінчується у II чверті, а кут 6a =  закінчується у III 
чверті. Отже sin 2 0> ; cos6 0>  (рис. 8.8).  
Відповідь. а) sin 2 0> ; б) cos6 0> . 
2  
6  
x  
y  
– 
– +  
+  x  
y  
Знаки tga  і ctga  
y  
x  
– 
– 
+  
+  
Знаки cosa  
y  
– – 
+  +  
x  
Знаки sina  
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Таблиця 8.2 – Значення тригонометричних функцій деяких 
кутів 
0  
6
p  
4
p  
3
p  
2
p  p  
3
2
p  2p  
a  
o0  o30  o45  o60  o90  o180  o270  o360  
sina  0  
1
2
 2
2
 3
2
 1 0  1-  0  
cosa  1 
3
2
 2
2
 
1
2
 0  1-  0  1 
tga  0  3
3
 1 3  ¥  0  ¥  0  
ctga  ¥  3  1 
3
3
 0  ¥  0  ¥  
Символ ¥  (нескінченність) означає, що tga  або ctga  не 
визначені та приймають скільки завгодно великі значення за 
модулем, у разі відповідного значення аргументу. 
Приклад 4. Знайдіть значення виразів: 
а) o o o o5sin90 2cos0 2sin 270 10cos180+ - + ; 
б) 3ctg tg sin cos sin
2 2 2
p p p
p p+ - - + . 
Розв’язання. а) o o o o5sin90 2cos0 2sin 270 10cos180+ - + =  
( ) ( )5 1 2 1 2 1 10 1 5 2 2 10 1;= × + × - × - + × - = + + - = -  
б) ( )3ctg tg sin cos sin 0 0 1 0 0 1
2 2 2
p p p
p p+ - - + = + - - - + = . 
Відповідь. а) 1- ; б) 1. 
Приклад 5. Спростіть вираз: 2 2 2 2 3sin cos 0 2 sin
2 2
x y xyp p+ + . 
Розв’язання. 
( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 23sin cos 0 2 sin 1 1 2 1
2 2
x y xy x y xy x yp p+ + = × + × + - = - . 
Відповідь. ( )2x y- . 
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8.3. Основні тригонометричні тотожності 
Координати будь-якої точки ( );M x ya  одиничного кола 
задовольняють рівнянню 2 2 1x y+ = . Оскільки sin ya = , а 
cos xa = , тому 2 2cos sin 1a a+ = . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Співвідношення 2 2cos sin 1a a+ =  називають основною 
тригонометричною тотожністю. 
Крім цього, до основних тригонометричних тотожностей 
відносять також вирази: 
sintg
cos
a
a
a
= ; cosctg
sin
a
a
a
= ; 1ctg tg ctg 1
tg
a a a
a
= Þ × = ; 
2 2 2
2
11 tg 1 tg sec
cos
a a a
a
+ = Þ + = ; 
2 2 2
2
11 ctg 1 ctg cosec
sin
a a a
a
+ = Þ + = . 
Приклад 6. Знайдіть значення інших тригонометричних функцій, якщо 
3sin
5
a = . 
Розв’язання. 1 1 5cosec cosec3sin 35
a a
a
= = Þ = . Невідомо, у якій чверті 
знаходиться кут a , тому 2 9 4cos 1 sin 1 cos
25 5
a a a= ± - = ± - Þ = ± ; 
1 1 5sec sec4cos 4
5
a a
a
= = Þ = ±
±
;  
3 4 3tg :
5 5 4
a æ ö= ± = ±ç ÷
è ø
; 1 4ctg
tg 3
a
a
= = ± . 
Відповідь. 4cos
5
a = ± ; 3tg
4
a = ± ; 4ctg
3
a = ± ; 5sec
4
a = ± ; 5cosec
3
a = . 
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Приклад 7. Спростіть вираз 1 sin 1 sin
1 sin 1 sin
A a a
a a
+ -
= +
- +
, якщо 
o o180 270a< < . 
Розв’язання. ( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
1 sin 1 sin 1 sin 1 sin1 sin 1 sin
1 sin 1 sin 1 sin 1 sin 1 sin 1 sin
a a a aa a
a a a a a a
+ + - -+ -
+ = + =
- + - + + -
 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 2
1 sin 1 sin 1 sin 1 sin
1 sin 1 sin cos cos
a a a a
a a a a
+ - + -
= + = + =
- -
 
1 sin 1 sin
cos cos
a a
a a
+ -
= + . 
Ураховуючи, що 1 sin 0a+ >  і 1 sin 0a- > , маємо: 
1 sin 1 sin 1 sin 1 sin 2
cos cos cos cos
a a a a
a a a a
+ - + + -
+ = = . 
Якщо o o180 270a< < , то cos 0a <  і 2 2
cos cosa a
= - . 
Відповідь. 2
cos
A
a
= - . 
Приклад 8. Доведіть тотожність: ( ) ( )4 4 6 63 sin cos 2 sin cos 1a a a a+ - + = . 
Розв’язання. Зробимо перетворення лівої частини: 
( ) ( ) ( )4 4 6 6 4 43 sin cos 2 sin cos 3 sin cosa a a a a a+ - + = + -  
( )( )2 2 4 2 2 42 sin cos sin sin cos cosa a a a a a- + - + =  
4 4 4 2 2 43sin 3cos 2sin 2sin cos 2cosa a a a a a= + - + - =  
( )24 4 2 2 2 2sin cos 2sin cos sin cos 1a a a a a a= + + = + = , що й потрібно 
довести. 
8.4. Формули зведення 
Формулами зведення називають співвідношення, за 
допомогою яких можна звести тригонометричні функції від 
аргументів типу 
2
p
a± , p a± , 3
2
p
a± , 2p a±  до 
тригонометричних функцій sina , cosa , tga , ctga . 
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Таблиця 8.3 – Формули зведення 
Аргумент t  
Функція 
2
p
a-  
2
p
a+  p a-  p a+  
3
2
p
a-  3
2
p
a+  2p a-  
sin t  cosa  cosa  sina  sina-  cosa-  cosa-  sina-  
cos t  sina  sina-  cosa-  cosa-  sina-  sina  cosa  
tg t  ctga  ctga-  tga-  tga  ctga  ctga-  tga-  
ctg t  tga  tga-  ctga-  ctga  tga  tga-  ctga-  
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Щоб легше було запам’ятати формули зведення, доцільно 
застосовувати наступні правила. 
1. Знак одержаного виразу визначається знаком початкового 
виразу, якщо умовно вважати кут a  гострим: 0 2
p
a< < .  
2. Якщо до числа a  додається число kp  ( )k ZÎ , (тобто число, 
яке зображується на горизонтальному діаметрі одиничного 
кола), то назва функції не змінюється. Якщо додається число 
( )2 1
2
k p+ ×  (на вертикальному діаметрі), то функція змі-
нюється на відповідну (синус на косинус, косинус на синус, 
тангенс на котангенс і котангенс на тангенс) (табл. 8.3). 
 
Приклад 9. Обчисліть без допомоги калькулятору: 
8 11 29 4sin ctg cos tg
3 6 6 3
A p p p p= × + × . 
Розв’язання. Застосуємо формули зведення і періодичність функцій: 
8 2 2 3sin sin 2 sin sin sin
3 3 3 3 3 2
p p p p p
p pæ ö æ ö= + = = - = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
11 12ctg ctg ctg 2 ctg 3
6 6 6 6
p p p p p
p
- æ ö= = - = - = -ç ÷
è ø
; 
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29 30cos cos cos 5 cos 2 2 cos
6 6 6 6 6
3cos ;
6 2
p p p p p pp p p p
p
- æ ö æ ö æ ö= = - = × + - = - =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
= - = -
 
4tg tg tg 3
3 3 3
p p p
pæ ö= + = =ç ÷
è ø
; 
( )3 3 3 33 3 32 2 2 2A
æ ö
= × - + - × = - - = -ç ÷
è ø
. 
Відповідь. 3A = - . 
8.5. Основні формули тригонометрії 
Наведемо основні формули тригонометрії, які 
використовуються для тотожних перетворень тригонометричних 
виразів. 
1. Формули додавання аргументів: 
( )sin sin cos sin cosa b a b b a± = ± ; 
( )cos cos cos sin sina b a b a b± = m ; 
( ) tg tgtg
1 tg tg
a b
a b
a b
±
± =
×m
 ( , , ,
2
n npa b a b p± ¹ + Î Z ); 
( ) ctg ctg 1ctg
ctg ctg
a b
a b
b a
× ±
± =
±
 ( , , ,n na b a b p± ¹ ÎZ ). 
2. Формули подвійного і потрійного аргументів: 
sin 2 2sin cosa a a= ; 
2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sina a a a a= - = - = - ; 
2
2 tgtg 2
1 tg
a
a
a
=
-
 ( , ; ,
4 2 2
n n k kp p pa a p¹ + Î Z ¹ + Î Z ); 
2ctg 1ctg2
2ctg
a
a
a
-
=  ( , ; ,
2
n n k kpa a p¹ Î Z ¹ Î Z ); 
3sin3 3sin 4sina a a= - ; 
3cos3 4cos 3cosa a a= - ; 
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3
2
3tg tgtg3
1 3tg
a a
a
a
-
=
-
 ( ( )2 1 ,
6
n kpa ¹ + Î Z ); 
3
2
3ctg ctgctg3
1 3ctg
a a
a
a
-
=
-
 ( ,
3
n npa ¹ Î Z ). 
3. Формули зниження степеня: 
2 1 cos2sin
2
a
a
-
= ;  2 1 cos2cos
2
a
a
+
= . 
4. Формули перетворення добутку тригонометричних 
функцій на суму: 
( ) ( )( )1sin sin cos cos
2
a b a b a b× = - - + ; 
( ) ( )( )1cos cos cos cos
2
a b a b a b× = - + + ; 
( ) ( )( )1sin cos sin sin
2
a b a b a b× = - + + . 
5. Формули перетворень суми та різниці однойменних 
тригонометричних функцій: 
sin sin 2sin cos
2 2
a b a b
a b
±
± =
m ; 
cos cos 2cos cos
2 2
a b a b
a b
+ -
+ = ; 
cos cos 2sin sin
2 2
a b a b
a b
+ -
- = - ; 
( )sintg  tg  
cos cos
a b
a b
a b
±
± =  ( , ,
2
n npa b p¹ + Î Z ); 
( )sinctg  ctg  
sin sin
a b
a b
a b
±
± =  ( , ,n na b p¹ ÎZ). 
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6. Формули універсальної підстановки або формули виразу 
тригонометричних функцій за допомогою тангенсу 
половинного аргументу: 
2
2 tg
2sin
1 tg
2
a
a a=
+
 ( ,n na p p¹ + Î Z ); 
2
2
1 tg
2cos
1 tg
2
a
a a
-
=
+
 ( ,n na p p¹ + Î Z ); 
2
2 tg
2tg
1 tg
2
a
a a=
-
 ( 2 , , ,
2
n n k kpa p p a p¹ + Î Z ¹ + Î Z ). 
7. Формули тригонометричних функцій половинного 
аргументу: 
1 cossin
2 2
a a-
= ± ;  1 coscos
2 2
a a+
= ± ; 
1 costg
2 1 cos
a a
a
-
= ±
+
 ( 2 ,n na p p¹ + Î Z ); 
1 costg
2 sin
a a
a
-
=  ( ,n na p¹ Î Z ); 
sintg
2 1 cos
a a
a
=
+
 ( 2 ,n na p p¹ + Î Z ); 
sinctg
2 1 cos
a a
a
=
-
 ( 2 ,n na p¹ Î Z ); 
1 cosctg
2 sin
a a
a
+
=  ( ,n na p¹ Î Z ); 
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8. Формула введення допоміжного аргументу: 
( )2 2sin cos sina b a ba a a j+ = + + , 
де кут ] [;j p pÎ -  визначають за допомогою системи:  
( )
2 2
2 2
sin
0
cos
b
a b a ba
a b
j
j
ì =ïï + + ¹í
ï =
ï +î
. 
Приклад 10. Перетворити вираз sin cosx x+ . 
Розв’язання. sin cos 1 1sin cos 2 2 sin cos
2 2 2
x xx x x x+æ ö æ ö+ = = × + × =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
2 sin cos sin cos 2 sin
4 4 4
x x xp p pæ ö æ ö= × + × = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Відповідь. 2 sin
4
x pæ ö+ç ÷
è ø
. 
Приклад 11. Перетворіть вираз sin 4 sin5 sin 6
cos4 cos5 cos6
A a a a
a a a
+ +
=
+ +  
на добуток. 
Розв’язання. Застосуємо формули перетворення суми тригонометричних 
функцій  на добуток. Одержимо: 
( )
( )
2sin5 cos sin5sin 4 sin5 sin 6
cos4 cos5 cos6 2cos5 cos cos5
A
a a aa a a
a a a a a a
× - ++ +
= = =
+ + × - +
 
( )
( )
sin5 2cos 1
tg5
cos5 2cos 1
a a
a
a a
× +
= =
× +
 
Відповідь. tg5A a= . 
Приклад 12. Обчисліть ( )tg
tg
A
a b
a
+
= , якщо ( )sin 2 3sina b b+ = . 
Розв’язання. Перетворимо вихідний вираз: ( )tg ctgA a b a= + × =  
( )
( )
( )
( )
( )( )
( ) ( )( )
1 sin 2 sinsin sin coscos 2
1cos sin sin cos sin 2 sin
2
a b ba b a b aa
a b a a a b a b b
+ ++ + ×
= × = = =
+ × + + + -
 
( )
( )
sin 2 sin 3sin sin 4sin 2
sin 2 sin 3sin sin 2sin
a b b b b b
a b b b b b
+ + +
= = = =
+ - -
 
 (тому що ( )sin 2 3sina b b+ = ). 
Відповідь. 2A = . 
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8.6. Найпростіші тригонометричні рівняння 
Тригонометричні рівняння – це рівняння, в яких невідома 
величина знаходиться під знаком тригонометричних функцій. 
Найпростіші тригонометричні рівняння – це рівняння 
вигляду sin x a= , cos x a= , tg x a= , ctg x a= . 
Розв’язати найпростіше тригонометричне рівняння – це 
означає, що треба знайти множину всіх кутів, для яких функція 
дорівнює a , або довести, що їх не існує. 
Якщо тригонометричне рівняння не є найпростішим, то його 
треба звести до одного або декількох найпростіших рівнянь. Для 
цього використовують тотожні перетворення. 
Розглянемо розв’язання найпростіших тригонометричних 
рівнянь. 
1. Рівняння sin x a= . 
Ми знаємо, що sin 1x £ , тому рівняння має розв’язок тільки 
за умови 1a £ . 
Відомо, що sin x  – це ордината одиничного вектора. 
Позначимо величину a  на осі OY  та зобразимо тригонометричне 
коло. Тоді одержимо два кута (arcsin a  и arcsin ap - ), синус яких 
дорівнює a  (рис. 8.9). 
 
Рисунок 8.9 
1-
1-  
1 
1 0  
y  
a  
arcsina  
arcsinp a-  
x  
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Враховуючи періодичність синуса, одержимо дві множини 
розв’язків: 1 arcsin 2x a mp= +  і 2 arcsin 2x a mp p= - + , де m Î Z . 
Зведемо подібні члени у виразі для 2x  та запишемо: 
( )2 arcsin 2 1x a m p= - + + , m Î Z . 
З’єднаємо вищенаведені множини розв’язків (якщо 2m  – 
парні числа або 2 1m +  – непарні числа) та одержимо: 
( )1 arcsinkx a kp= - + , k ÎZ ; arcsin
2 2
ap p- £ £ . 
Якщо k  ( )2k m=  – парне, тоді одержимо множину 
розв’язків 1x ; якщо k  ( )2 1k m= + – непарне, тоді одержимо 
множину розв’язків 2x . Але, якщо 0a = , 1a = ± , тоді недоцільно 
застосовувати формулу об’єднання розв’язків. Розглянемо такі 
розв’язки за допомогою тригонометричного кола (рис. 8.10). 
         
Рисунок 8.10 
Приклад 13. Розв’яжіть рівняння 3sin
2
x = . 
Розв’язання. ( ) ( )3 3sin 1 arcsin 1
2 2 3
k kx x k kpp p= Û = - + = - × + . 
Відповідь. ( )1
3
kx kp p= - × + , k ÎZ . 
1- 0  
sin 0
,
x
x n np
=
= ÎZ
 
x  
1 
1-  
1
cos x  
y  
sin x  
0  
y  1 
1-  
sin 1
2 ,
2
x
x n np p
= -
= - + Î Z
 
1-  
x  1 
cos x  
sin x  
0  
sin 1
2 ,
2
x
x n np p
=
= + ÎZ
 
y  1 
1-  
1-  x  1 
cos x  
sin x  
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Приклад 14. Розв’яжіть рівняння 2sin 2
4 2
x pæ ö- = -ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. ( )2 2sin 2 2 1 arcsin
4 2 4 2
kx x kp p p
æ öæ ö- = - Û - = - - + Ûç ÷ç ÷
è ø è ø
 
( ) ( ) 12 1 1
4 4 8 8 2
k k kx k xp p p p pp +æ öÛ = + - × - + Û = + - × +ç ÷
è ø
. 
Запишемо результат у вигляді двох множин розв’язків: 
якщо 2k m= , тоді: ( )2 11
21
8 8 2 8 8
m mx m mp p p p p p p+= + - × + = - + = , mÎZ ; 
якщо 2 1k m= + , тоді: ( ) ( )2 22
2 1
1
8 8 2 8 8 2
m mx m
pp p p p p
p+
+
= + - × + = + + + =  
3
4
mp p= + , mÎZ . 
Відповідь. ( ) 11
8 8 2
k kx p p p+= + - × + , k ÎZ . 
2. Рівняння cos x a= . 
Рівняння має розв’язки за умови 1a £ .  
Розглянемо тригонометричне коло. Позначимо на осі OX  
величину a  та одержимо два кута (arccosa  і arccosa- ), косинус 
яких дорівнює a  (рис. 8.11). 
 
Рисунок 8.11 
Враховуючи періодичність косинуса, одержимо дві 
множини розв’язків: 1 arccos 2x a kp= +  і 2 arccos 2x a kp=- + , k ÎZ . 
Ці дві множини можна записати так:  
arccos 2 ,x a k kp= ± + ÎZ , де 0 arccos a p£ £ . 
0  a  x  
arccosa-  
arccosa  
y  
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Розглянемо окремі випадки, якщо 0a = ; 1a = ± : 
а) cos 0 ,
2
x x k kp p= Û = + Î Z ; 
б) cos 1 2 ,x x k kp= Û = ÎZ ; 
в) cos 1 2 ,x x k kp p= - Û = + ÎZ  (рис. 8.12). 
           
Рисунок 8.12 
Приклад 15. Розв’язати рівняння 1cos
2
x = - . 
Розв’язання. Якщо ми розв’язуємо рівняння вигляду cos ,x a=  де 0,a <  
важливо пам’ятати, що: ( )arccos 2 ,x a kp p= ± - +  ( )k ZÎ . Ось чому 
можна записати: 1 1cos arccos 2
2 2
x x kp pæ ö= - Û =± - + Ûç ÷
è ø
 
1 2arccos 2 2 2 ,
2 3 3
x k x k x k kp pp p p p pæ ö æ öÛ = ± - + Û = - + Û = ± + ÎZç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Відповідь. 2 2 ,
3
k kp pì ü± + ÎZí ý
î þ
. 
3. Рівняння tg x a=  і ctg x a= . 
Відомо, що функції тангенс і котангенс – це функції 
необмежені. Розглянемо тригонометричне коло. Проведемо вісі 
тангенсів і котангенсів. Позначимо на них величину a . Знайдемо 
значення кутів для різних значень a  (рис. 8.13). 
1 y  
sin x  
1-  
1-  1 
cos x  
0  x  
cos 0
,
2
x
x k kp p
=
= + ÎZ
 
0  
y  1 
1-  
cos 1
2 ,
x
x k kp p
= -
= + ÎZ
 
1-  
x  1 
cos x  
sin x  
0  
y  
cos 1
2 ,
x
x k kp
=
= ÎZ
 
1-
1-  
1 
x  1 
cos x  
sin x  
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Рисунок 8.13 
Для будь-якого a :  
tg arctg ,x a x a k kp= Û = + ÎZ , де arctg
2 2
ap p- < < ; 
ctgx arcctg ,a x a k kp= Û = + ÎZ , де arcctg
2 2
ap p- < < . 
Для окремих випадків 0a = ; 1a = ± : 
а) tg 0 ,x x k kp= Û = ÎZ ;  ctg 0 ,
2
x x k kp p= Û = + Î Z ; 
б) tg 1 ,
4
x x k kp p= Û = + Î Z ; ctg 1 ,
4
x x k kp p= Û = + Î Z ; 
в) tg 1 ,
4
x x k kp p= - Û = - + Î Z ; 3ctg 1 ,
4
x x k kp p= - Û = + Î Z . 
Приклад 16. Розв’яжіть рівняння 3tg 2
5 3
x pæ ö+ = -ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ, що є необхідним для розв’язання рівнянь з 
функціями tg x  і ctg x , одержимо: 
sin 2
5tg 2 cos 2 0
5 5cos 2
5
x
x x
x
p
p p
p
æ ö+ç ÷æ ö æ öè ø+ = Þ + ¹ Þç ÷ ç ÷æ öè ø è ø+ç ÷
è ø
 
32 2 ,
5 2 4 2 10 20 2
k kx k x x kp p p p p p ppÞ + ¹ + Þ ¹ + - Þ ¹ + Î Z . 
3 3tg 2 2 arctg
5 3 5 3
x x kp p p
æ öæ ö+ = - Û + = - + Ûç ÷ç ÷
è ø è ø
 
112 2 ,
5 6 5 6 60 2
kx k x k x kp p p p pp p pÛ + = - + Û = - - + Û = - + Î Z . 
Відповідь. 11 ,
60 2
k kppì ü- + Î Zí ý
î þ
. 
1-  
1 
1 x  0  
y  a  
arcctg a  arcctg ap +  
1-  
1  
1  
arctg ap +  
x  0  
y  a  
arctg a  
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Приклад 17. Розв’яжіть рівняння ctg 3 3
4
x pæ ö+ = -ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ: 
    
cos 3
4ctg 3 sin 3 0
4 4sin 3
4
x
x x
x
p
p p
p
æ ö+ç ÷æ ö æ öè ø+ = Þ + ¹ Þç ÷ ç ÷æ öè ø è ø+ç ÷
è ø
 
3 ,
4 12 3
kx k x kp p ppÞ + ¹ Þ ¹ - + ÎZ . 
( )ctg 3 3 3 arcctg 34 4x x k
p p
pæ ö+ = - Û + = - + Ûç ÷
è ø
 
( )3 arcctg 3 34 4 6x k x k
p p pp p p pÛ = - + - + Û = - + - = Û  
7 ,
36 3
kx kp pÛ = + ÎZ . 
Відповідь. 7 ,
36 3
k kp pì ü+ ÎZí ý
î þ
 
Наведемо узагальнену таблицю розв’язків найпростіших 
тригонометричних рівнянь (табл. 8.4). У всіх формулах таблиці 
k ÎZ . 
Таблиця 8.4 – Розв’язки найпростіших тригонометричних 
рівнянь 
a  sin x a=  cos x a=  tg x a=  ctg x a=  
1a <  ( )1 arcsink a kp- +  arccos 2a kp± +  arctga kp+  arcctga kp+  
1a >  Æ  Æ  arctga kp+  arcctga kp+  
0a =  kp  
2
kp p+  kp  
2
kp p+  
1a =  2
2
kp p+  2kp  
4
kp p+  
4
kp p+  
1a = -  2
2
kp p- +  2kp p+  
4
kp p- +  
4
kp p- +  
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8.7. Основні методи розв’язання тригонометричних 
рівнянь 
Розглянемо основні методи розв’язання тригонометричних 
рівнянь. Ці рівняння можна звести до найпростіших 
тригонометричних рівнянь, розв’язання яких ми вже розглянули. 
1. Метод зведення до однієї функції 
Для того, щоб розв’язувати рівняння, доцільно 
застосовувати основну тригонометричну тотожність 
2 2sin cos 1x x+ = , а також заміну змінних. 
Приклад 18. Розв’яжіть рівняння 2sin 2cos 1 0x x+ - = . 
Розв’язання. Зробимо заміну 2cos x  на 21 sin x- , одержимо: 
( )2 2sin 2 1 sin 1 0 2sin sin 1 0x x x x+ × - - = Û - - = . 
Зробимо заміну sin x t= , одержимо квадратне рівняння 22 1 0t t- - = . 
Знайдемо розв’язки: 
а) 1 sin 1t x= =  або 1 2 ,2
x k kp p= + ÎZ ; 
б) 2
1sin
2
t x= = -  або ( ) 12 1 ,6
kx k kp p+= - + ÎZ . 
Відповідь. ( ) 12 ; 1 ,
2 6
kk k kp pp p+ì ü+ - + ÎZí ý
î þ
. 
2. Розв’язання рівнянь, які є однорідними відносно sin x  
і cos x , а також такі, що можна звести до однорідних 
Однорідне тригонометричне рівняння відносно sin x  і cos x  
– це таке рівняння, кожний член якого має однаковий степінь 
sin x  і cos ,x  а права частина дорівнює 0.  
Так, 1 2 20 1 2sin sin cos sin cos cos 0
k k k k
ka x a x x a x x a x
- -+ + + + =K  
– це однорідне рівняння k -го степеня. 
Для розв’язання однорідних рівнянь k -го степеня доцільно 
застосовувати ділення кожного члена рівняння на cosk xa . При 
цьому вихідне рівняння зводиться до рівняння відносно tg xa . 
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Необхідно перевірити, чи не будуть втрачені розв’язки в процесі 
такого ділення: якщо 0 0a ¹ , то втрати розв’язків не буде; якщо 
0 0a = , то корені будуть втрачені. Отже, до відповіді треба додати 
і розв’язання рівняння cos 0xa = , тобто 
2
kx p p
a a
= + , k ÎZ . 
Приклад 19. Розв’яжіть рівняння 2sin 3cos 0x x+ = . 
Розв’язання. Поділимо обидві частини  вихідного однорідного рівняння 
першого степеня на cos 0x ¹ , одержимо:  
3 3 32 tg 3 0 tg arctg arctg ,
2 2 2
x x x k x k kp pæ ö+ = Û = - Û = - + Û = - + ÎZç ÷
è ø
. 
Відповідь. 3arctg ,
2
k kpì ü- + ÎZí ý
î þ
. 
Приклад 20. Розв’яжіть рівняння 2 22sin 3sin cos cos 0x x x x+ × + = . 
Розв’язання. Поділимо обидві частини вихідного однорідного рівняння 
другого степеня на 2cos 0x ¹ . Одержимо квадратне рівняння: 
22 tg 3tg 1 0x x+ + = . Знайдемо розв’язки цього рівняння відносно tg x :  
а) ( )1 1 1tg 1 arctg 1 ,4x x k x k k
p
p p= - Þ = - + Þ = - + ÎZ ; 
б) 2 2 2
1 1 1tg arctg arctg
2 2 2
x x k x kp pæ ö= - Þ = - + Þ = - +ç ÷
è ø
, ZÎk  
Відповідь. 1, ; arctg ,
4 2
k k k kp p pì ü- + ÎZ - + ÎZí ý
î þ
. 
Приклад 21. Розв’яжіть рівняння 2cos 3sin cos 1 0x x x- + = . 
Розв’язання. Вихідне рівняння не є однорідним, але його можна звести до 
однорідного за допомогою заміни 2 21 cos sinx x= + . Одержимо:  
2 2 2 2cos 3sin cos 1 0 cos 3sin cos sin cos 0x x x x x x x x- + = Û - + + = Û  
2 22cos 3sin cos sin 0x x x xÛ - + = .  
Поділимо всі члени рівняння на 2cos 0x ¹ . Одержимо:  
2 tg 1 ,tg 3tg 2 0 4
tg 2 acrtg2 ,
x x k k
x x
x x k k
p
p
p
é= = + ÎZé ê- + = Û Ûê ê=ë = + ÎZë
. 
Відповідь. , ; arctg2 ,
4
k k k kp p pì ü+ ÎZ + ÎZí ý
î þ
. 
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3. Метод розкладання на множники 
Застосування цього метода ґрунтується на тому, що 
рівняння ( ) ( ) 0f x xj× =  є рівносильним до сукупності рівнянь 
( )
( )
0
0
f x
xj
=é
ê =ë
 в області визначення рівнянь ( ) ( ) 0f x xj× = . 
Приклад 22. Розв’яжіть рівняння cos2 cos3x x= . 
Розв’язання. 5cos2 cos3 cos2 cos3 0 2sin sin 0
2 2
x xx x x x= Û - = Û = . 
Розв’яжемо сукупність рівнянь: 
1
1 1
2 2 2
5 5 2sin 0 ,2 2 5
2 ,sin 0
2 2
x x kk x k
x x x k kk
pp
pp
é é= = éê ê = Î ZêÛ Ûê ê ê = Î Zê ê= = ëë ë
. 
Якщо порівняти 1x  і 2x , то можна побачити, що ці розв’язки складають 
одну множину: 11 2 2 1 2 2 1
2 22 5
5 5
k kx x k k k x x xp pp= Û = Û = Þ Ì Þ = . 
Відповідь. 2 ;
5
k kpì üÎ Zí ý
î þ
. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
У процесі розв’язання рівнянь за допомогою методу 
розкладання на множники можливі випадки виникнення 
сторонніх коренів. Щоб уникнути помилок у відповіді, доцільно 
знаходити ОДЗ. З відповіді необхідно виключити розв’язки, які 
не задовольняють ОДЗ. 
Приклад 23. Розв’яжіть рівняння ( )( )sin 1 tg 1 0x x- + = . 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ: cos 0 ,
2
x x k kp p¹ Û ¹ + ÎZ . Розв’яжемо 
сукупність рівнянь: 
2 ,sin 1 0 sin 1 2
tg 1 0 tg 1 2 ,
4
x n nx x
x x x m m
p p
p p
é = + Î Zê- = =é éÛ Û êê ê+ = = -ë ë ê = - + Î Z
ë
. 
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Розв’язки 2
2
x np p= +  не входять в ОДЗ (ОДЗ: 
2
x kp p¹ + ). Тому 
відповіддю будуть тільки розв’язки, якщо 2 ,
4
x m mp p= - + ÎZ . 
Відповідь. 2 ,
4
m mp pì ü- + ÎZí ý
î þ
. 
4. Метод зниження степеня 
У процесі розв’язання деяких рівнянь доцільно 
застосовувати формули зниження степеня: 2 1 cos2sin
2
a
a
-
= ; 
2 1 cos2cos
2
a
a
+
= . 
Приклад 24. Розв’яжіть рівняння 2 2 2 3cos 3 cos 4 cos 5
2
x x x+ + = . 
Розв’язання. Застосуємо формули зниження степеня, одержимо: 
1 cos6 1 cos8 1 cos10 3 cos6 cos8 cos10 0
2 2 2 2
x x x x x x+ + ++ + = Û + + = Û  
cos10 cos6 cos8 0x x xÛ + + = . До перших двох доданків застосуємо 
формулу перетворення суми однойменних тригонометричних функцій 
на добуток: cos cos 2cos cos
2 2
a b a b
a b
+ -
+ = . 
Одержимо: ( )2cos8 cos2 cos8 0 cos8 2cos2 1 0x x x x x+ = Û × + = . 
Розв’яжемо сукупність рівнянь: 
,cos8 0 16 8
2cos2 1 0 ,
3
kx kx
x x n n
p p
p p
é = + ÎZê=é
Û êê + =ë ê = ± + ÎZ
êë
. 
Відповідь. ; , ,
16 8 3
k n k np p p pì ü+ ± + ÎZí ý
î þ
. 
Приклад 25. Розв’яжіть рівняння 4 4 5sin cos
8
x x+ = . 
Розв’язання. Степінь можна знизити за допомогою виділення квадрата 
суми:  
( )24 4 2 2 2 25 5sin cos sin cos 2sin cos8 8x x x x x x+ = Û + - = . 
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Застосуємо формули: а) 2 2sin cos 1a a+ = ; б) sin 2 2sin cosa a a= × . 
2
2 2sin 2 5 10 3 31 2 sin 2 sin 2 sin 2
2 8 8 4 2
x x x x- = Û - = Û = Û = ± Û  
2 ,
3 6 2
kx k x kp p ppÛ = ± + Û = ± + ÎZ . 
Відповідь. ,
6 2
k kp pì ü± + ÎZí ý
î þ
. 
5. Метод перетворення добутку функцій на суму 
У процесі розв’язання деяких рівнянь доцільно 
застосовувати такі формули: 
( ) ( )sin sinsin cos
2
a b a b
a a
+ + -
= ; 
( ) ( )cos cossin sin
2
a b a b
a b
- - +
= ; 
( ) ( )cos coscos cos
2
a b a b
a b
- + +
= . 
Приклад 26. Розв’яжіть рівняння cos3 cos9 cos cos7x x x x= . 
Розв’язання. Застосуємо формулу перетворення добутку 
тригонометричних функцій на суму, одержимо:  
( ) ( )1 1cos12 cos6 cos8 cos6 cos12 cos8 0
2 2
x x x x x x+ = + Û - = . Застосуємо 
формулу cos cos 2sin sin
2 2
a b a b
a b
+ -
- - =  і виконаємо обернене 
перетворення. Одержимо: 2sin10 sin 2 0x x- = . Розв’яжемо сукупність 
рівнянь: 
1
2
,sin10 0 10 10
sin 2 0 2 ,
2
nx nx x n
x x k kx k
p
p
p p
é = Î Zê= =é éÛ Û êê ê= =ë ë ê = Î Z
ë
. 
Розв’язки 2 ,2
kx kp= ÎZ  є підмножиною  розв’язків 1 ,10
nx np= ÎZ  
(якщо 5n k= , то розв’язки 1x  і 2x  співпадають). Ось чому відповідь 
запишемо тільки, якщо ,
10
nx np= ÎZ . 
Відповідь. ,
10
n npì üÎZí ý
î þ
. 
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6. Метод введення допоміжного аргументу 
Цей метод є зручним до застосування, якщо розв’язуємо  
рівняння вигляду sin cosa x b x c+ = , де 0a ¹ , 0b ¹ . 
Поділимо обидві частини рівняння на перший коефіцієнт: 
sin cos sin cosb ca x b x c x x
a a
+ = Û + = . Зробимо заміну b
a
 на tgj  
(j  – це допоміжний аргумент або допоміжний кут), тобто: 
tg arctgb b
a a
j j= Þ = . Підставимо у рівняння замість b
a
 значення 
sintg
cos
j
j
j
=  і звільнимо ліву частину від знаменника: 
sinsin cos sin cos sin cos cos
cos
c cx x x x
a a
j
j j j
j
+ = Û × + × = Û
 
( )sin coscx
a
j jÛ + = . 
Рівняння має розв’язки тільки, якщо cos 1c
a
j £ . 
Визначимо cosj  за допомогою  коефіцієнтів a , b , c : 
2 2 2
2 2 2
2 2 2
11 tg sec 1 sec
cos
b a b
a a
j j j
j
+
+ = Þ + = Û = Û  
2
2
2 2 2 2
cos cosa a
a b a b
j jÛ = Þ =
+ +
.  
Аналогічно: 
2 2
sin b
a b
j =
+
. 
Підставимо значення cosj  у рівняння ( )sin coscx
a
j j+ = . 
Одержимо:  
( ) ( )
2 2 2 2
sin 1 arcsin ,kc cx x k k
a b a b
j j p+ = Þ + = - + Î Z
+ +
. 
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ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Для розв’язання деяких рівнянь за допомогою методу 
введення допоміжного аргументу доцільно застосовувати такі 
формули: 
1) ( )2 2sin cos sina x b x a b x j+ = + + ; 
2) 
2 2
cos a
a b
j =
+
;  
2 2
sin b
a b
j =
+
; 
3) ( ) ( )
2 2 2 2
sin 1 arcsin ,kc cx x k k
a b a b
j j p+ = Þ + = - + ÎZ
+ +
. 
 
Приклад 27. Розв’яжіть рівняння 2sin 3cos 4x x+ = . 
Розв’язання. У нашому випадку 2a = , 3b = , 4c = . Знайдемо 
2 2 2 2
4 4 1
132 3
c
a b
= = >
+ +
. Тоді вихідне рівняння можна звести до 
рівняння вигляду ( ) 4sin 1
13
x xj+ = > Þ ÎÆ . 
Відповідь. { }Æ . 
Приклад 28. Розв’яжіть рівняння 3 1cos5 sin5 1
2 2
x x+ = . 
Розв’язання. Допоміжний кут можна ввести наступним чином: 3sin
2
j = , 
1cos
2
j = , тоді 
3
pj = . 
Підставимо значення 3sin
3 2
p
=  і 1cos
3 2
p
=  у рівняння. Одержимо:  
3 1cos5 sin5 1 sin cos5 sin5 cos 1 sin 5 1
2 2 3 3 3
x x x x xp p pæ ö+ = Û + = Û + = Ûç ÷
è ø
 
25 2 ,
3 2 30 5
kx k x kp p p ppÛ + = + Û = + ÎZ . 
Відповідь. 2 ,
30 5
k kp pì ü+ ÎZí ý
î þ
. 
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Приклад 29. Розв’яжіть рівняння 3sin 2cos 1x x+ = . 
Розв’язання. За формулами 
2 2
cos a
a b
j =
+
 і 
2 2
sin b
a b
j =
+
 
знайдемо значення: 3cos
13
j =  і 2sin
13
j = . 
Перетворимо вихідне рівняння: 3sin 2cos 1x x+ = Û  
( )3 213 sin cos 1 13 sin 1
13 13
x x x jæ öÛ × × + × = Û × + = Ûç ÷
è ø
( ) ( )1 1sin 1 arcsin ,
13 13
kx x k kj j pÛ + = Û + = - + ÎZ . 
Ми знаємо, що 3cos
13
j = , 2sin
13
j = , 2tg
3
j = , тоді 2arctg
3
j =  або 
3arccos
13
j = , або 2arcsin
13
j = . Ось чому розв’язки рівняння можна 
записати так:  
а) ( )2 1arctg 1 arcsin ,
3 13
kx k kp= - + - + ÎZ ;   або  
б) ( )3 1arccos 1 arcsin ,
13 13
kx k kp= - + - + ÎZ ;  або 
в) ( )2 1arcsin 1 arcsin ,
13 13
kx k kp= - + - + ÎZ . 
Відповідь. ( )2 1arctg 1 arcsin ,
3 13
k k kpì ü- + - + ÎZí ý
î þ
. 
7. Метод універсальної підстановки tg .
2
xt =  
Якщо застосовуємо метод універсальної підстановки, тоді 
значення sin x , cos x , tg x  і ctg x  зручно знаходити за допомогою 
tg
2
x  за наступними формулами: 
2
2 tg
2sin
1 tg
2
x
x x=
+
; 
2
2
1 tg
2cos
1 tg
2
x
x x
-
=
+
; 
2
2 tg
2tg
1 tg
2
x
x x=
-
; 
21 tg
2ctg
2 tg
2
x
x x
-
= . 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Застосування універсальної підстановки можливо, якщо 
2 2
x kp p¹ + , тобто 2 ,x k kp p¹ + ÎZ . Ось чому необхідно 
перевіряти, чи будуть числа вигляду 2x kp p= + , k ÎZ  
розв’язками вихідного рівняння. 
 
Приклад 30. Розв’яжіть рівняння 2sin cos 2x x+ = . 
Розв’язання. Зробимо заміну sin x  і cos x  на tg
2
x t= , одержимо: 
2
2
1 22 2
2 1 12 2 3 4 1 0 1;
1 1 3
t t t t t t
t t
-
× + = Û - + = Û = =
+ +
. 
Тоді з рівняння tg 1
2
x
=  одержимо: 2 ,
2 4 2
x k x k kp pp p= + Û = + ÎZ . 
З рівняння 1tg
2 3
x
=  одержимо: 1 1arctg 2arctg 2 ,
2 3 3
x n x n np p= + Û = + ÎZ . 
Перевіримо, чи задовольняють вихідному рівнянню числа 
2 ,x m mp p= + ÎZ . Для цього підставимо 2x mp p= +  у вихідне 
рівняння: ( ) ( ) ( )2sin 2 cos 2 2 0 1 1 2m mp p p p+ + + = × + - = - ¹ ; це означає, 
що числа 2 ,x m mp p= + ÎZ  не є розв’язками  вихідного рівняння. 
Відповідь. 12 ; 2arctg 2 , ,
2 3
x k n k np p pì ü= + + ÎZí ý
î þ
. 
Приклад 31. Розв’яжіть рівняння sin ctg 2
2
xx + = . 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ рівняння: 
cos
2ctg sin 0
2 2 2sin
2
x
x x x kx p= Þ ¹ Þ ¹ Þ  
2 ,x k kpÞ ¹ Î Z . Застосуємо підстановку tg
2
x t= : 
3 2 3 2 2
2
2 1 2 2 3 2 1 0 2 2 1 0
1
t t t t t t t t t
t t
+ = Û - + - = Û - - + + - = Û
+
 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 2 1 0 2 1 1 0t t t t t t t tÛ × - + - - + = Û - + × - = . 
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Дискримінант тричлена 22 1t t- +  менше від нуля ( )1 8 0D = - < , отже: 
22 1 0t t- + > . Тоді 1 0 1 tg 1
2 2 4
x xt t kp p- = Û = Û = Û = + Û   
2 ,
2
x k kp pÛ = + ÎZ . 
Перевіримо, чи задовольняє значення x p=  вихідному рівнянню: 
sin ctg 0 0 2 2 ,
2
x k kpp p p+ = + ¹ Þ ¹ + Î Z . 
Відповідь. 2 ,
2
k kp pì ü+ ÎZí ý
î þ
. 
8. Метод підстановки sin cosx x t± =  
Підстановку зручно виконувати, якщо у рівнянні є сума 
(різниця) і добуток функцій синуса та косинуса. 
Для того, щоб виразити добуток синуса на косинус за 
допомогою t , піднесемо до квадрату суму ( )sin cosx x t+ = , а 
потім позначимо добуток sin cosx x×  за допомогою t : 
( )2 2sin cos sin cosx x t x x t+ = Û + = Û  
2
2 2 2 1sin cos 2sin cos sin cos
2
tx x x x t x x -Û + + × = Û × = . 
Аналогічно для sin cos :x x t- =  ( )2 2sin cosx x t- = Û  
2
2 2 2 1sin cos 2sin cos sin cos
2
tx x x x t x x -Û + - × = Û × = . 
Отже, маємо дві підстановки: 
1) 2
sin cos
1sin cos
2
x x t
tx x
+ =ìï
-í × =ïî
;  2) 2
sin cos
1sin cos
2
x x t
tx x
- =ìï
-í × =ïî
. 
Приклад 32. Розв’яжіть рівняння sin cos sin cos 1x x x x- + - × = . 
Розв’язання. Застосуємо другу підстановку: 
2
2
1,2
1 1 2 3 0 1 4 1 2
2
tt t t t-- - = Û - - = Û = ± = ± . 
Тоді 1 1t = - , 2 3t = . Але sin cos 2x x- < , тому 1t = - : sin cos 1x x- = - .  
Для розв’язання цього рівняння замінимо cos x  за допомогою 
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sin
2
xpæ ö-ç ÷
è ø
 і за формулою sin cos 2cos sin
2 2
a b a b
a a
+ -
- =  
перетворимо різницю синусів на добуток: 
sin cos 1 sin sin 1 2cos sin 1
2 4 4
x x x x xp p pæ ö æ ö- = - Û - - = - Û × - = - Ûç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
2 22 sin 1 2 sin 1 sin
2 4 4 4 2
x x xp p pæ ö æ ö æ öÛ × × - = - Û × - = - Û - = - Ûç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
 
( ) ( )21 arcsin 1
4 2 4 4
k kx k x kp p pp p
æ ö æ öÛ - = - - + Û - = - - + Ûç ÷ ç ÷
è øè ø
 
( ) ( )1 11 1 ,
4 4 4 4
k kx k x k kp p p pp p+ +Û - = - × + Û = - × + + ÎZ . 
Відповідь. ( ) 11 ,
4 4
k k kp p p+ì ü- × + + ÎZí ý
î þ
. 
8.8. Рівняння, що містять обернені тригонометричні функції 
Приклад 33. Розв’яжіть рівняння arcsin arcsin 2
3
x x p+ = . 
Розв’язання. Знайдемо ОДЗ рівняння: 
1 1 1;
2 1 2 2
x
x
x
ì £ é ùÛ Î -í ê ú£ ë ûî
 
Нехай arcsin x a= , arcsin 2x b= , де , ;2 2
p pa b é ùÎ -ê úë û
, отже рівняння може 
бути записано так: 
3 3
p pa b a b+ = Û = - . Тоді sin sin
3
pa bæ ö= - Ûç ÷
è ø
 
sin sin cos cos sin
3 3
p pa b bÛ = - . Це означає:  
( ) ( ) ( ) 23 1 3 1sin arcsin cos arcsin 2 sin arcsin 2 1 4 2
2 2 2 2
x x x x x x= - Û = × - - × Û  
( )2 2 22
1 3
2 73 1 316 3 1 4 28 32 1 4 1 302 2 70
2 7
0
x
x x xx x x
xx x
x
ìé
=ïê
ïì ê= × - ì =Û = × - Û Û Û Û =í í íê³³ = -îî ïêëï
³î
. 
Відповідь. 1 3
2 7
ì üï ï
í ý
ï ïî þ
. 
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Приклад 34. Розв’язати рівняння ( ) ( )arctg 1 arctg 1
4
x x p+ + - = . 
Розв’язання. ОДЗ: D R= . Позначимо ( )arctg 1 x a+ = , ( )arctg 1 x b- = , де 
, ;
2 2
p p
a b ù éÎ -ú êû ë
, отже рівняння запишемо як: 
4 4
p p
a b a b+ = Û = - .  
Тоді 1 tgtg tg tg
4 1 tg
p b
a b a
b
-æ ö= - Û =ç ÷ +è ø
. Таким чином, 
( )( ) ( )( )( )( )
1 tg arctg 1 1 1tg arctg 1 1
1 11 tg arctg 1
x xx x
xx
- - - +
+ = Û + = Û
- -+ -
 
( )( ) 2
2
1 1 2 0 2 0
2 2
xxx x x x x
x x
é =
Û + = Û + - - = Û - = Û ê
- = -êë
. 
Відповідь. { }2± . 
Приклад 35. Розв’яжіть  рівняння ( )2arctg 1 2arccos
2
xx - = . 
Розв’язання. ОДЗ рівняння: [ ]1 2; 2
2
x x£ Û Î - . Позначимо ( )arctg 1x a- = , 
arccos
2
x
b= , де ;
2 2
p pa ù éÎ -ú êû ë
, [ ]0;b pÎ . Вихідне рівняння можна записати 
так: 2
2
b
a b a= Û = . Тоді: 1 costg tg tg
2 1 cos
b b
a a
b
-
= Û =
+
 ( tg 0
2
b
³ , 
тобто 0
2
p
b£ £ ). Отже, ( )( )
1 cos arccos 12 2tg arctg 1 1
11 cos arccos
22
x x
x x xx
æ ö- -ç ÷
è ø- = Û - = Û
æ ö ++ ç ÷
è ø
 
( )( )22 2 2 2 1 22 121 2
2 11
x x x x xx xxx x
x xx
-ì ì + - + = -- + =- ï ïÛ - = Û Û Û+í í+ ³ïï î³î
 
3
2
0
0 22 0 221 21
1
x
x xx x xxx xx
x
ì =é
ì =é ïê =ï ïì - = ê êÛ Û Û Û ==í í íë³ = -î êëï ï³î ï ³î
. 
Відповідь. { }2 . 
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8.9. Системи тригонометричних рівнянь 
Системи тригонометричних рівнянь розв'язують такими ж 
методами, які застосовуються і для розв'язання алгебраїчних 
систем: метод підстановки, метод алгебраїчного додавання, метод 
заміни змінних та інші. 
Приклад 36. Розв’яжіть систему рівнянь 
sin 2sin
5
3
x y
x y p
=ìï
í - =ïî
.  
Розв’язання. Знайдемо  ОДЗ: ( );D x y R= Î . Виразимо « y » з другого 
рівняння і підставимо його у перше рівняння: 
5 5
3 3
5 5 5sin 2sin 0 sin 2 sin cos cos sin 0
3 3 3
y x y x
x x x x x
p p
p p p
ì ì= - = -ï ïï ïÛ Ûí íæ ö æ öï ï- - = - × - × =ç ÷ ç ÷ï ïè ø è øî î
 
5
53
31 3sin 2 sin cos 0 cos 0
2 2
y x
y x
x x x x
p
p
ì = - ìïï ï = -Û Û Ûí íæ ö
ï ï- + = =ç ÷ î
ï è øî
 
2 2
5 7, ,
2 3 6
x n x n
y n n y n n
p pp p
p p p p p
ì ì= + = +ï ï
Û Ûí í
ï ï= - + Î Z = + Î Z
î î
 
Відповідь. ( ) ( )2 1 ; 6 7 ,
2 6
n n np pì üæ ö+ - ÎZí ýç ÷
è øî þ
. 
Приклад 37. Розв’яжіть систему рівнянь {sin cos 0,25sin cos 0,75x yy x× =× = . 
Розв’язання. Область визначення системи рівнянь : ;D x R y RÎ Î . Додамо 
та віднімемо рівняння системи: 
sin cos sin cos 1
1sin cos sin cos
2
x y y x
x y y x
× + × =ìï Ûí × - × = -ïî
 
( )
( ) ( ) 1
sin 1 2 ,
21sin 1 ,2 6
m
x y x y n n
x y x y m m
p p
p p+
ì+ =ì + = + Î ZïïÛ Ûí í- = - - = - × + Î Zï ïî î
. 
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Зверніть увагу, що неможливо в обох рівняннях записати розв’язки, 
використовуючи тільки "n ", наприклад, 
якщо: 
( ) 1
2
2
1 ,
6
n
x y n
x y n n
p p
p p+
ì + = +ï
í
- = - × + Î Zï
î
, то це може призвести до втрати 
розв'язків.  
Розглянемо для другого рівняння спочатку 2 1m k= + , а потім 2m k= : 
( )
2 , 2 ,
2 2
72 1 , 2 ,
6 6
2 , 2 ,
2 2
2 , 2 ,
6 6
x y n n x y n n
x y k k x y k k
x y n n x y n n
x y k k x y k k
p pp p
p p p p
p pp p
p pp p
é éì ì+ = + ÎZ + = + ÎZê êï ï
í íê ê
- = + × + ÎZ - = + ÎZï ïê ê
î îê êÛ Û
ì ìê ê+ = + ÎZ + = + ÎZï ïê êí íê ê- = - + ÎZ - = - + ÎZï ïê êî îë ë
  
( )
( )
( )
( )
5
6
, ,
3
6
, ,
3
x n k
y n k n k
x n k
y n k n k
p p
p p
p p
p p
éì = + × +êï
íê
ï = - + × - Î Zê
îêÛ
ìê = + × +ïêíêï = + × - Î Zêîë
 
Відповідь. ( ) ( )5 ; ;
6 3
n k n kpp p pìæ ö+ × + - + × -íç ÷
è øî
 
( ) ( ); ; ,
6 3
n k n k n kp pp p üæ ö+ × + + × - ÎZýç ÷
è ø þ
. 
Приклад 38. Розв’яжіть систему рівнянь {6cos 4cos 53sin 2sin 0x yx y+ =+ = . 
Розв’язання. Область визначення системи рівнянь: ;x R y RÎ Î . Запишемо 
систему рівнянь, як: {6cos 5 4cos6sin 4sinx yx y= -= - . 
Піднесемо обидва рівняння до квадрату та додамо їх: 
1 136 25 40cos 16 cos arccos 2 ,
8 8
y y y n np= - + Û = Û = ± + ÎZ . 
Ураховуючи, що 1cos
8
y = , знаходимо з першого рівняння системи 
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3 3cos arccos 2 ,
4 4
x x m mp= Û = ± + ÎZ . Так, одержимо чотири множини 
розв’язків: 
а) 
1
1
3arccos 2 ,
4
1arccos 2 ,
8
x m m
y n n
p
p
ì = - + ÎZï
í
ï = - + ÎZ
î
; б) 
2
2
3arccos 2 ,
4
1arccos 2 ,
8
x m m
y n n
p
p
ì = - + ÎZï
í
ï = + ÎZ
î
; 
в) 
3
3
3arccos 2 ,
4
1arccos 2 ,
8
x m m
y n n
p
p
ì = + ÎZï
í
ï = - + ÎZ
î
;  г) 
4
4
3arccos 2 ,
4
1arccos 2 ,
8
x m m
y n n
p
p
ì = + ÎZï
í
ï = + ÎZ
î
. 
Ми піднесли рівняння системи до квадрату, і це могло призвести до 
появи сторонніх розв’язків. Ось чому розв’язки, які ми одержали, треба 
перевірити, для цього підставимо їх до вихідної системи. 
Після перевірки з’ясовуємо, що розв’язки ( )1 1;x y  и ( )4 4;x y  – сторонні, а 
( )2 2;x y  і ( )3 3;x y  – це множина розв’язків вихідної системи. 
Відповідь. 3 1arccos 2 ; arccos 2 ;
4 8
m np pìæ ö- + +íç ÷
è øî
 
3 1arccos 2 ; arccos 2 ; ,
4 8
m n n mp p üæ ö+ - + ÎZýç ÷
è ø þ
. 
8.10. Тригонометричні нерівності 
Якщо розв’язуємо нерівності з тригонометричними 
функціями, то зручно застосовувати такі властивості функцій, як 
їх періодичність та монотонність на відповідних інтервалах. 
Розглянемо розв’язання найпростіших тригонометричних 
нерівностей. 
1. sin x a> , sin x a³ , sin x a< , sin x a£ , 1a £ . 
Множину розв’язків цих нерівностей знайдемо за 
допомогою графіка функції siny x= . Функція siny x=  має 
найменший додатний період 2p , тому такі нерівності зручно 
розв’язувати спочатку на інтервалі [ ]0; 2p . 
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Для розв’язання таких нерівностей доцільно застосовувати 
наступну схему дій: 
- побудуємо графік функції siny x= ; 
- проведемо пряму y a= ; 
- знайдемо точки перетину прямої y a=  з частиною графіка 
siny x=  (на відрізку довжиною у 2p ); 
- зробимо проекцію цих точок на вісь Ox ; 
- одержимо множину розв’язків даної нерівності на інтервалі; 
- додамо числа вигляду 2 ,n np Î Z  до кожного з розв’язків (на 
інтервалі довжиною 2p ). Одержимо множину всіх 
розв’язків вихідної нерівності. 
Приклад 39. Розв’яжіть нерівність 1sin
2
x > . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції siny x=  (рис. 8.14). 
 
Рисунок 8.14 
Проведемо пряму 1
2
y =  та розглянемо інтервал [ ]0; 2p  Знайдемо точки 
перетину цієї прямої з синусоїдою. Зробимо проекцію цих точок  на вісь 
Ox , одержимо точки 
6
x
p
=  і 
5
6
x
p
= . На графіку можна побачити, що 
5
;
6 6
x
p p
Î ù éú êû ë
, якщо 
1
sin
2
x > . Ось чому точки інтервалу 
5
;
6 6
p pù é
ú êû ë
 є 
множиною розв’язків нерівності 
1
sin
2
x >  на відрізку [ ]0; 2p . 
y  
x  0  p-  3
2
p
-  2p-  3
2
p  2p  
 
p  
2
p
-  
1 
1-  
2
p
 
1
2
y =  
6
p
 
5
6
p
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Множиною всіх розв’язків нерівності є сукупність інтервалів 
{ }52 ; 2 ,6 6n n np pp p+ + Î Zù éú êû ë . 
Відповідь. { }52 ; 2 ,6 6n n np pp p+ + Î Zù éú êû ë . 
2. cos x a< , cos x a£ , 1a £ . 
Множину розв’язків цих нерівностей знайдемо за допомогою 
графіка функції cosy x= . Функція cosy x=  має найменший 
додатний період 2p . Ось чому такі нерівності зручно 
розв’язувати спочатку на будь-якому інтервалі довжиною у 2p , 
тобто на інтервалі [ ]0; 2p  ("западина" на графіку cosy x= ). 
Далі розв’язання вихідних нерівностей здійснюється за 
аналогією з тим, як розв’язувалися нерівності sin x a> , sin x a³ , 
sin x a< , sin x a£ . Розглянемо це на прикладах. 
Приклад 40. Розв’яжіть нерівність 
1
cos
2
x £ - . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції cosy x=  (рис. 8.15). 
 
Рисунок 8.15 
Проведемо пряму 
1
2
y = -  та розглянемо інтервал [ ]0; 2p  Знайдемо 
точки перетину цієї прямої з косинусоїдою. Зробимо проекцію цих 
точок на вісь Ox , одержимо точки 
2
3
x
p
=  и 
4
3
x
p
= . Ось чому точки 
1 
y  
2
p
 
1
2
y = -  
0 p-  3
2
p
-  
3
2
p
 
2p  p  x  
2
p
-  
1-  
4
3
p  2
3
p
-  2
3
p  4
3
p
-  
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інтервалу 
2 4
;
3 3
p pé ù
ê úë û
 є множиною розв’язків нерівності 
1
cos
2
x £ -  на 
відрізку [ ]0; 2p .  
Множина всіх розв’язків нерівності – це сукупність 
інтервалів:{ }2 42 ; 2 ,3 3n n np pp p+ + Î Zé ùê úë û . 
Відповідь. { }2 42 ; 2 ,3 3n n np pp p+ + Î Zé ùê úë û . 
2 а. cos x a> , cos x a³ , 1a £ . 
Множину розв’язків цих нерівностей знайдемо також за 
допомогою графіку функції cosy x= . Такі нерівності зручно 
розв’язувати на інтервалі довжиною 2p , тобто на інтервалі 
[ ];p p-  ("горбок" на графіку cosy x= ). Далі розв’язання 
здійснюється аналогічно попереднім нерівностям cos x a<  і 
cos x a£ . Розглянемо це на прикладах. 
Приклад 41. Розв’яжіть нерівність 
1
cos
2
x > . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції cosy x=  (рис. 8.16). 
 
Рисунок 8.16 
Проведемо пряму 
1
2
y =
 
та розглянемо інтервал [ ];p p- . Знайдемо 
точки перетину цієї прямої з косинусоїдою. Зробимо проекцію цих 
точок  на вісь Ox , одержимо точки 
4
x
p
= -  і 
4
x
p
= . Це означає, що 
y  
x  
4
p  
1 
1
2
y =  
0  p-  7
4
p  
2p  p  
1-  
4
p
-  
9
4
p  
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точки інтервалу ;
4 4
p p
-ù éú êû ë
є множиною розв’язків нерівності 
1
cos
2
x >  
на відрізку [ ];p p- .  
Множина всіх розв’язків нерівності – це сукупність інтервалів 
2 ; 2 ,
4 4
n n n
p p
p p- + + Î Z
ì üù é
í ýú êû ëî þ
. 
Відповідь. 2 ; 2 ,
4 4
n n n
p p
p p- + + Î Z
ì üù é
í ýú êû ëî þ
. 
Приклад 42. Розв’яжіть нерівність 3 1cos
2 2
x- £ < . 
Розв’язання. Розглянемо графік функції cosy x=  на відрізку [ ];p p-  
(рис. 8.17). 
 
Рисунок 8.17 
Розглянемо частини косинусоїди, які знаходяться між прямими 
3
2
y = -  і 
1
2
y = . Тоді на відрізку [ ];p p-  множина розв’язків 
нерівності – це 
5 5
; ;
6 3 3 6
p p
p p- -é é ù ùê ê ú úë ë û û
U . Отже, множина всіх розв’язків 
даної нерівності – це сукупність множин 
5 5
2 ; 2 2 ; 2 ,
6 3 3 6
n n n n n
p p
p p p p p p- + - + + + Î Zé é ù ùê ê ú úë ë û û
U . 
Відповідь. 
5
2 ; 2
6 3
52 ; 2 ,
3 6
n n n n npp p p p p p p- + - +ì üù ùé é + + Î Zí ýú úê êë ë û ûî þ
U . 
5
6
p
-  
3
p
-  
3
p
 
3
2
y = -  
0  
y  
p-  2p  p  x  
1 
1-  
5
6
p
 
1
2
y =  
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3. tg x a> , tg x a³ , tg x a< , tg x a£ . 
Множину розв’язків цих нерівностей знайдемо за 
допомогою графіку функції tgy x= . Функція tgy x=  має 
найменший додатний період p . Такі нерівності зручно спочатку 
розв’язати на інтервалі ;
2 2
p pù é-ú êû ë
. Далі розв’язуємо аналогічно 
попереднім нерівностям. 
Якщо ми додамо числа вигляду ,n np Î Z  до знайдених 
розв’язків на інтервалі ;
2 2
p pù é-ú êû ë
, то одержимо всі розв’язки 
вихідних нерівностей. 
З графіку tgy x=  (рис. 8.18) можна побачити, що множина 
всіх розв’язків нерівності tg x a³  – це сукупність інтервалів 
arctg ; ,
2
a n n npp pì üé é+ + Î Zí ýê êë ëî þ
. 
 
Рисунок 8.18 
Розглянемо розв’язки, нерівностей tg x a> , tg x a³ , tg x a< , 
tg x a£  на прикладах. 
Приклад 43. Розв’язати нерівність tg 2x < . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції tgy x=  (рис. 8.19). 
x  
y  
2
p  0  3
2
p  p  
2
p
-  arctg a  arctg a  
a  
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Проведемо пряму 2y = . Знайдемо точки перетину цієї прямої з 
тангенсоїдою. Зробимо проекцію цих точок на вісь Ox , одержимо точки 
2
x
p
= -  і arctg 2x = . Ось чому точки інтервалу ; arctg 2
2
p
-ù éú êû ë
 є 
множиною розв’язків нерівності tg 2x <  на інтервалі ;
2 2
p p
-ù éú êû ë
. 
Множина всіх розв’язків нерівності tg 2x <  – це сукупність інтервалів 
; arctg 2 ,
2
n n n
p
p p- + + Î Z
ì üù é
í ýú êû ëî þ
. 
 
Рисунок 8.19 
Відповідь. ; arctg 2 ,
2
n n n
p
p p- + + Î Z
ì üù é
í ýú êû ëî þ
. 
Приклад 44. Розв’яжіть нерівність 1 tg 2 3
4
x
p
- £ - <æ öç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Виконаємо заміну 2
4
x t
p
- = . Одержимо нерівність: 
1 tg 3t- £ < .  
Розглянемо графік функції tgy t=  на інтервалі ;
2 2
p p
-ù éú êû ë
 і знайдемо 
множину розв’язків заданої нерівності на цьому інтервалі (рис. 8.20). 
Множина розв’язків нерівності 1 tg 2 3
4
x
p
- £ - <æ öç ÷
è ø
 на інтервалі ;
2 2
p p
-ù éú êû ë
 
y  
x  
p  
2
p  0  3
2
p  
2
p
-  arctg 2  arctg 2p +  
2  
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– це інтервал ;
4 3
p p
-é éê êë ë
. Тоді усі розв’язки вихідної нерівності будуть: 
7
2 , ,
4 4 3 2 24 2
n x n n n x n n
p p p p p
p p p- + £ - < + ÎZ Û £ < + ÎZ . 
 
Рисунок 8.20 
Відповідь. 
7
; ,
2 24 2
n n n
p p
p + Î Z
ì üù ù
í ýú úû ûî þ
. 
4. ctg x a> , ctg x a³ , ctg x a< , ctg x a£ . 
Множину розв’язків цих нерівностей знайдемо за 
допомогою графіку функції ctgy x= . Функція ctgy x=  має 
найменший додатний період p . Такі нерівності доцільно 
спочатку розв’язувати на інтервалі ] [0; p . Далі розв’язують 
аналогічно попереднім нерівностям. 
Якщо додати числа виду ,n np Î Z  до знайдених розв’язків 
на інтервалі ] [0; p , одержимо усі розв’язки вихідних 
нерівностей. 
З графіку ctgy x=  (рис. 8.21) можна побачити, що множина 
всіх розв’язків нерівності ctg x a³  – це сукупність інтервалів 
] ]{ }; arcctg ,n a n np p+ Î Z . 
2
p  
1-  
4
p
-  
0  
y  
2
p
-  x  
3  
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Рисунок 8.21 
Розглянемо розв’язання нерівностей ctg x a> , ctg x a³ , 
ctg x a< , ctg x a£  на прикладах. 
Приклад 45. Розв’яжіть нерівність ctg 2x ³ - . 
Розв’язання. Побудуємо графік функції ctgy x=  (рис. 8.22). 
 
Рисунок 8.22 
Проведемо пряму 2y = - . Знайдемо точки перетину цієї прямої з 
котангенсоїдою. Зробимо проекцію цих точок на вісь Ox , одержимо 
точки 0x =  і ( )arcctg 2x = - . Ось чому точки інтервалу ( )0; arcctg 2-ù ùû û  
є множиною розв’язків нерівності ctg 2x ³ -  на інтервалі ] [0; p . 
Множина всіх розв’язків нерівності – це сукупність інтервалів 
( ){ }; arcctg 2 ,n n np p- + Î Zù ùû û . 
Відповідь. ( ){ }; arcctg 2 ,n n np p- + Î Zù ùû û . 
x  2p  p  0  
2-  
( )arctg 2p + -  ( )arctg 2-  
y  
2p  arctg ap +  arctg a  
2
p  
0  
y  
p  x  
a  
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Приклад 46. Розв’яжіть нерівність 3 ctg 3 1
8
x
p
- < + £
æ ö
ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Виконаємо заміну: 3
8
x t
p
+ = . Розглянемо нерівність 
3 ctg 1t- < £  (рис. 8.23). 
 
Рисунок 8.23 
На інтервалі ] [0; p  множина розв’язків даної нерівності – це інтервал 
5
;
4 6
p pé é
ê êë ë
. Множина розв’язків даної нерівності – це сукупність 
інтервалів 
5
; ,
4 6
n n n
p p
p p+ + Î Zé éê êë ë
. Тоді усі розв’язки вихідної 
нерівності будуть:  
5 17
3 , 3 ,
4 8 6 8 24
n x n n n x n n
p p p p p
p p p p+ £ + < + Î Z Û + £ < + Î Z Û  
17
,
24 3 72 3
n x n n
p p p p
Û + £ < + Î Z . 
Відповідь. 
17
; ,
24 3 72 3
n n n
p p p p
+ + Î Z
ì üé é
í ýê êë ëî þ
. 
Приклад 47. Розв’яжіть нерівність 
1
sin cos 0
2
x x× + £æ öç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Вихідна нерівність буде еквівалентною до сукупності систем 
нерівностей: 
3-  
1 
x  p  0  
5
6
p  
y  
4
p  
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sin 0 sin 0
1 1
cos 0 cos
2 2
sin 0 sin 0
1 1
cos 0 cos
2 2
x x
x x
x x
x x
³ ³
+ £ £ -
Û
£ £
+ ³ ³ -
é éì ìï ïê êí í
ê êï ïî îê êì ìï ïê êí íê êï ïî îë ë
 
Розглянемо розв’язання сукупності цих систем, застосовуючи графіки 
функцій siny x=  та cosy x=  на відрізку [ ]0; 2p  (рис. 8.24). 
 
Рисунок 8.24 
На відрізку [ ]0; 2p  розв’язання даної нерівності – це множина 
2 4
; ; 2
3 3
p p p pé ù é ùê ú ê úë û ë û
U . Так, множина  всіх розв’язків даної нерівності – 
сукупність множин: 
( ) ( )2 42 ; 2 1 2 ; 2 1 ,
3 3
n n n n np p p p p p+ + + + Î Zé ù é ùê ú ê úë û ë û
U . 
Відповідь. ( ) ( )2 42 ; 2 1 2 ; 2 1 ,
3 3
n n n n np p p p p p+ + + + Î Z
ì üé ù é ù
í ýê ú ê úë û ë ûî þ
U . 
Приклад 48. Розв’яжіть нерівність 
2
2
cos 2cos cos3
1
cos 2cos 1
x x x
x x
+ +
>
+ -
. 
Знайдемо область визначення заданої нерівності: 
( )
2
cos 1 2 1 ,
: 2cos cos 1 0 1cos 2 , .
2 3
x x n n
D x x
x x k k
p
p
p
¹ - ¹ + ÎZìì
ï ï+ - ¹ Û Ûí í
¹ ¹ ± + ÎZï ïî î
 
Так, ( )\ 2 1 ; 2 , ,
3
D R n k n kpp pì ü= + ± + ÎZí ý
î þ
. 
y  
1
2-  
0  
1  
2
p
-  
2
p  
3
2
p
-  3
2
p  
4
3
p  2
3
p  
p-  2p  p  x  
siny x=  cosy x=  
1-  
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Враховуючи, що 3cos3 4cos 3cosx x x= - , запишемо задану нерівність 
так: 
2 3 3 2
2 2
cos 2cos 4cos 3cos 4cos 2cos 2cos1 1
cos 2cos 1 cos 2cos 1
x x x x x x x
x x x x
+ + - + -
> Û >
+ - + -
. 
Виконаємо заміну cos x t= , 1t £ . Одержимо систему рівнянь: 
3 2
2
1
1 1 1 ; 114 2 2 21
22 1
2 1 0
t
t t
tt t t t
t t
t
ì £
ïì £ ¹ -ï ï ù ùÛ Û Îí í+ - ú ú¹> û ûï ï+ -î ï - >î
. 
Виконаємо обернену заміну (на невідому x ) та враховуючи, що 
cos 1x £  та x RÎ , одержимо нерівність: 
1cos 2 ; 2 ,
2 3 3
x x n n np pp pù é> Û Î - + + ÎZú êû ë
. 
Відповідь. 2 ; 2 ,
3 3
n n np pp pì üù é- + + ÎZí ýú êû ëî þ
. ) 
Приклад 49. Розв’яжіть нерівність 1sin cos
4
x x× < . 
Розв’язання. Помножимо обидві частини вихідної нерівності на «2» і 
застосуємо формулу sin 2 2sin cosx x x= × . Одержимо: 
1 1 1sin cos 2sin cos 2 sin 2
4 4 2
x x x x x× < Û × < × Û < Û  
5 13 5 132 2 2 , ,
6 6 12 12
n x n n n x n np p p pp p p pÛ + < < + ÎZ Û + < < + ÎZ . 
Відповідь. 5 13 ,
12 12
n x n np pp pì ü+ < < + ÎZí ý
î þ
. 
Приклад 50. Розв’яжіть нерівність sin cosx x> . 
Розв’язання. За означенням модуля можна записати, що: sin 0x ³  і 
cos 0x ³ . Це означає, що можна піднести обидві частини вихідної 
нерівності до квадрату. Одержимо:  
( ) ( )2 2 2 2sin cos sin cos sin cosx x x x x x> Û > Û > Û  
2 2 2 2sin cos 0 cos sin 0 cos2 0x x x x xÛ - > Û - < Û < Û  
3 32 2 2 , ,
2 2 4 4
n x n n n x n np p p pp p p pÛ + < < + ÎZ Û + < < + ÎZ . 
Відповідь. 3 ,
4 4
n x n np pp pì ü+ < < + ÎZí ý
î þ
. 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке кут? 
2. Який кут називають додатним? 
3. Який кут називають від’ємним? 
4. Що таке розгорнутий кут? 
5. Що таке повний кут? 
6. Що таке центральний кут? 
7. У яких одиницях вимірюють кути? 
8. Назвіть зв'язок між радіанною і градусною мірою кута. 
9. Дайте визначення тригонометричних функцій аргументів 
sina , cosa , tga , ctga . 
10. Назвіть основні тригонометричні тотожності. 
11. Наведіть таблицю значень тригонометричних функцій 
деяких кутів, які застосовуються частіше за інших. 
12. Назвіть знаки тригонометричних функцій sina , cosa , tga , 
ctga  у різних квадрантах. 
13. Назвіть основний період функцій sina , cosa , tga , ctga . 
14. Назвіть основні співвідношення між тригонометричними 
функціями одного й того ж аргументу. 
15. Наведіть формули додавання аргументів. 
16. Наведіть формули зниження степеня. 
17. Наведіть формули перетворення суми і різниці однойменних 
тригонометричних функцій. 
18. Наведіть формули універсальної підстановки. 
19. Поясніть, як застосовувати метод введення допоміжного 
кута для виразу  вигляду sin cosc a x b x= + , де 0a ¹ , 0b ¹ . 
20. Назвіть формули розв’язання найпростіших 
тригонометричних рівнянь sin x a= , cos x a= , tg x a= , 
ctg x a= . 
s 
Тригонометрія 
 307
 
Завдання для самостійної роботи № 18 
I. Виразіть у радіанах кути: 20o ; 135o ; 240o ; 50o ; 150o ; 315o . 
II. Виразіть у градусах кути: 
18
p ; 
10
p ; 2
3
p ; 3
2
p ; 5
2
p ; 3p . 
III. Обчисліть без застосування таблиць і калькулятора 
значення тригонометричних виразів: sin990o ; 37sin
2
p ; cos2760o ; 
2003sin
3
p . 
IV. Знайдіть значення тригонометричних функцій кута a  за 
наступними даними: 
1) 1sin ; 0
3 2
p
a a= < < ;  2) cos 0,4; 90 180a a= - < <o o ; 
3) tg 0,5; 0 90a a= < <o o ;  4) ctg 3; 180 270a a= < <o o . 
V. Спростіть вирази. 
1) 
2
2
cos
1 cos
a
a-
;  2) 5 5tg 3 ctg 3a a× ;  3) 2 2
1 1
1 tg 1 ctga a
+
+ +
; 
4) ( ) ( )2 2sin cos sin cos 19a a a a+ + - + ; 5) 1 tg 29 tg31
tg29 tg31
- ×
+
o o
o o ;  
6) cos19 cos41 sin19 sin 41-o o o o ;  7) ( )
2sin cos
1 sin 2
a a
a
+
+
; 
8) ( ) ( )2sin sin cos2a b a b a+ - + ; 
9) ( ) ( ) ( )3 3 3sin cos sin cos 6 sin sina a a a a a+ + - - - ; 
10) 
2 4
2 4
1 2sin sin
1 2cos cos
a a
a a
- +
- +
;  11) ( )
2sin cos 1
tg sin cos
a a
a a a
+ -
- ×
; 
12) cos sin
2 2
p p
a aæ ö æ ö- - -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
;  
13) ( ) ( )8 tg945 tg 810 ctg 950a a+ + - -o o o ; 
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14) ( ) ( )13tg 13 tg sin 22
2
p
p a a a pæ ö- × + - -ç ÷
è ø
; 
15) ( ) ( )15 19sin 7 cos sin cos 6
2 2
p p
p a b a p bæ ö æ ö- × + - - × -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 
16) 
( )
( )
11 7tg cos cos 4
2 2
11ctg 5 sin
2
p pa a a p
pp a a
æ ö æ ö+ × - × -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö- × +ç ÷
è ø
. 
VI. Запишіть вирази у вигляді добутку. 
1) 2cos15 2cos 15 1a a+ - ; 2) tg sina a+ ; 3) sin3 sin6 sin9a a a+ + ; 
4) cos2 cos3 cos4 cos5a a a a- - + ; 5) ( ) ( )2 2sin sin 1a b a b+ + - - ; 
6) 3 4cos cos
2
a
a- + ; 7) ( )2 2 2sin sin sin 2a b a b+ + + - . 
VII. Доведіть тригонометричні тотожності (на області 
допустимих значень). 
1) 2 2 26sin 5cos sin 5a a a+ = + ;  
2) 2 2 2 2ctg cos ctg cosa a a a- = × ; 
3) 4 2 2 2sin sin cos cos 1a a a a+ × + = ;  
4) 4 2 2 4sin 2sin cos cos 1a a a a+ × + = ;  
5) ( )sin cos tg ctg 1a a a a× × + = ;  
6) cos5 cos4 sin 2 sin cos6 cos3a a a a a a× - × = × ; 
7) 
21 2cos tg ctg
sin cos
a
a a
a a
-
= -
×
;  8) 
21 2cos tg ctg
sin cos
a
a a
a a
-
= -
×
; 
9) 
( )ctg 45 1
tg 2
ctg 1
a
a
a
- +
=
+
o
;  10) ( )2 2 2 3 cos4tg ctg
1 cos4
a
a a
a
+
+ =
-
. 
VIII. Обчисліть без застосування калькулятора. 
1) ( )sin arcsin 0,4 ;  2) 1cos arcsin
3
æ ö
ç ÷
è ø
;  3) arcsin sin
8
pæ ö
ç ÷
è ø
;  
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4) 1cos arccos
5
æ ö
ç ÷
è ø
;  5) 1sin arccos
4
æ ö
ç ÷
è ø
;  6) arcsin sin
8
pæ ö
ç ÷
è ø
; 
7) 1 1sin arcsin arccos
3 4
æ ö+ç ÷
è ø
;  8) ( )sin arctg7 arctg 2- ; 
9) 1 1tg arcsin arccos
3 4
æ ö+ç ÷
è ø
;  10) 1cos 2arcsin
6
æ ö
ç ÷
è ø
. 
IX. Розв’яжіть найпростіші тригонометричні рівняння. 
1) sin3 0x= ; 2) 2cos
2
x = - ; 3) 1sin
3
x = ; 4) cos 0
4
x
= ; 5) tg6 1x = - ; 
6) ctg 2x = ;  7) sin 2 0
6
x pæ ö- =ç ÷
è ø
;  8) 5 3cos 5
12 2
x pæ ö- =ç ÷
è ø
; 
9) 3tg 3
3 4
x pæ ö+ =ç ÷
è ø
;  10) ctg 4 3
9
x pæ ö- = -ç ÷
è ø
;  11) sin
3 6
x p pæ ö- =ç ÷
è ø
;  
12) sin 1 0
cos
x
x
+
= ;  13) 
cos
3 0
2sin 1
x
x
pæ ö+ç ÷
è ø =
-
;  14) 
sin
4 0
tg 1
x
x
pæ ö+ç ÷
è ø =
+
. 
X. Розв’яжіть рівняння за допомогою методу розкладання на 
множники. 
1) 2sin sin 0x x- = ;  2) 3 2cos cos 0x x+ = ;  
3) 9sin cos sinx x x× = ; 4) tg tg cos4 0x x x+ × = ; 
5) 2cos cos4 cos 2cos4 1 0x x x x× + - - = ; 
6) ctg sin 2 ctg 0x x x- × = ;   7) ( )sin 1 tg 3sin 3 0x x x- × - + = ; 
8) 3tg cos cos
2 6 6
x x xp pæ ö æ ö× + = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
XI. Розв’яжіть рівняння за допомогою методу зведення до 
одної функції. 
1) 23sin 2cos 3x x- = - ;   2) 22sin 3cos 0x x+ = ;  
3) tg ctgx x= ;     4) 2ctg tg 1 0x x- - = ;  
5) 28cos 6sin 3 0
2 2
x x
+ - = ;  6) 23sin 2cos
5 5
x x
pæ ö= +ç ÷
è ø
; 
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7) 4 2 7sin 8 4cos 8
16
x x- = - ;  8) 4 2
73tg 3 2 0
ctg 3
x
x
- + = . 
XII. Розв’яжіть рівняння за допомогою методу універсальної 
підстановки tg
2
x t= . 
1) 9sin cos 9x x+ = ;  2) sin 4cos 4x x+ = - ;  3) 5sin cos 1x x- = ;  
4) sin cos 1x x+ = ;  5) sin cos 1x x- = ;  6) sin 2 cos2 tgx x x+ = . 
XIII. Розв’яжіть однорідні рівняння і рівняння, які можна 
звести до однорідних. 
1) 6sin 7cos 0x x+ = ;  
2) 2 22sin 5sin cos 3cos 0x x x x- × + = ; 
3) 2 22sin cos 5sin cosx x x x+ = × ;  
4) 2 26sin 3 sin3 cos3 cos 3 2x x x x+ × - = ;  
5) 3 2 3sin 4sin cos 3cosx x x x- × = - ;  
6) 3 2 35sin 4sin cos 3cos 3sinx x x x x+ × - = ; 
7) 4 3 3 4sin sin cos sin cos cos 1x x x x x x+ × + × + = ; 
8) 3 2 2 32sin 7sin cos 3sin cos 2cosx x x x x x+ × + × = . 
XIV. Розв’яжіть рівняння, за допомогою формули 
перетворення суми (різниці) тригонометричних функцій на 
добуток та обернених перетворень. 
1) sin3 sin 2 sin 0x x x- - = ; 
2) sin sin 2 sin3 cos cos2 cos3x x x x x x+ + = + + ; 
3) cos sin3x x= ;  4) sin sin7 sin3 sin5x x x x× = × ;  
5) cos cos3 cos5 cos7x x x x× = × ;  6) 2sin2 sin4 cos2 sin3x x x x× - = . 
XV. Розв’яжіть рівняння за допомогою методу введення 
допоміжного аргументу. 
1) sin cos 2x x+ = - ; 2) 3 1cos sin 1
2 2
x x- = ; 3) cos 3sin 2x x- = ;  
4) sin 2 cos2 1x x- = ;  5) sin cos 1
3 3
x x
+ = ;         6) sin cos 5
5 5
x x
+ = . 
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XVI. Розв’яжіть рівняння, за допомогою формули зниження 
степеня. 
1) 2 3sin 3
4
x = ;    2) 2 2 1sin 2 sin
2
x x- = ; 
3) 2 2cos 3cos 2
2
xx + = ;  4) 2 24cos 6 16cos 3 13x x+ = ; 
5) 4 24sin sin 2 1x x+ = ;  6) 2 2 2 2cos 2 cos 4 sin 6 sin 8x x x x+ - = . 
XVII. Розв’яжіть рівняння, за допомогою різних методів 
розв’язання. 
1) 4 4 9cos sin sin
2
x x xpæ ö- = -ç ÷
è ø
; 2) 1 2 2 cos 2sin
4
x xpæ ö+ - =ç ÷
è ø
; 
3) sin sin 2 3
cos 1 cos2
x x
x x
-
=
- -
;   4) 2sin 3 3cos cos3x x x- = ; 
5) 4 2 45sin sin 2 cos 2cos2 0x x x x- - + = ; 6) tg ctg 4 6cos4x x x+ = + ; 
7) ( ) ( )2sin cos 3 sin cos 2 0x x x x+ - + + = ; 8) 2cos 1 sinx x- = - . 
XVIII. Розв’яжіть системи тригонометричних рівнянь. 
1) 
2
sin cos 1
x y
x y
p+ =ì
í + =î
;  2) 
3sin cos
4
1cos sin
4
x y
x y
ì × = -ï
í
ï × =
î
;  3) 
( )
( )
cos 1
cos 1
x y
x y
+ =ì
í - = -î
; 
4) 
tg tg 1
4
x y
x y p
+ =ì
ï
í
+ =ïî
;  5) 
1sin sin
4
3cos cos
4
x y
x y
ì × =ï
í
ï × =
î
;  6) 2
sin sin 2
x y
x y
pì + =ï
í
ï + =î
. 
XIX. Розв’яжіть тригонометричні нерівності. 
1) sin 0x £ ;  2) cos 0x ³ ;    3) tg3 0x £ ;  4) ctg 0
5
x
³ ;  
5) 3 3sin
4 9 2
x pæ ö+ ³ç ÷
è ø
;  6) 2 23sin sin 2 cos 2x x x+ - ³ ; 
7) 22cos 8cos sin 3x x x- × ³ ;  8) 22cos 3cos2 0
4
x xpæ ö+ - £ç ÷
è ø
. 
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ПОСЛІДОВНІСТЬ ТА ЇЇ ГРАНИЦЯ. 
ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ  
 
Лексика розділу 
виключити eliminate  删除 
границя limit  极限 
визначна границя remarkable limit  卓越的极限 
границя 
послідовності 
limit of a sequence  极限的序列 
границя зліва limit at the left  极限到左边 
границя справа limit at the right  极限到右边 
границя функції limit of function  函数极限 
для будь-якого "n " for any "n '' 为求n 
існувати exist 存在 
завжди always 总是 
збігатися converge  衔接 
зокрема particularly 特殊的 
кінець end 结束 
наступний член next term 下一组 
невизначеність uncertainty  不确定性 
нескінченно велика 
величина 
indefinitely large value 无限最大的价值 
нескінченно мала 
величина 
infinitesimal value 无限最小的价值 
обчислювати calculate 计算 
оточення точки vicinity of a point  附近的一点 
поділити почленно divide term by term 一组一组分开 
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попередній член previous term 上一组 
послідовність sequence 连续性 
зростаюча 
послідовність 
increasing sequence 上涨的连续性 
монотонна 
послідовність 
monotonous sequence 单一的连续性 
спадна 
послідовність 
decreasing sequence 渐减的连续性 
числова 
послідовність 
numerical sequence 数字的连续性 
прогресія progression 级数级数 
арифметична 
прогресія 
arithmetical progression 算数上的级数 
геометрична 
прогресія 
geometrical progression 几何级数 
рівновіддалені члени equal exterminating 
terms 
相等项 
розкрити open  开始 
розходитися diverge  分散 
ряд чисел row of numbers 数列 
спільне застосування complete using 全部采用； 
全部使用 
складати compose 组成 
стрибок jump  跳跃 
точка розриву point of break  点的突破 
у відповідності in correspondence 相符合的 
умова condition 前提条件 
число членів прогресії number of terms of 
progression  
一组数字的级数 
член послідовності term of the consequence 组成部分常见的连续性 
           
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9.1. Послідовності. Прогресії 
9.1.1. Числові послідовності 
Числова послідовність – це функція натурального 
аргументу, область визначення якої – це множина всіх 
натуральних чисел. 
Наприклад, 1; 2; 3; 4; ...; n  – це натуральний ряд чисел. 
Поставимо у відповідність кожному натуральному числу його 
квадрат. Одержимо новий ряд чисел: 1, 4, 9, 16 ... 2n . Ця 
відповідність буде числовою послідовністю. 
Числову послідовність позначають так: ( )nx f n= , де n NÎ . 
Тоді, ( )1f  – перший член послідовності; ( )2f  – другий член 
послідовності;   ...   ( )f n  – енний член послідовності. 
Формулу ( )nx f n=  називають формулою n -го члену 
послідовності nx , n NÎ . 
Числові послідовності бувають: 
–  скінчені;   –  нескінчені; 
–  зростаючі;  –  спадні; 
–  сталі;    –  незростаючі (неспадні); 
–  монотонні;  –  немонотонні; 
–  та інші. 
Наприклад, 1) послідовність однозначних натуральних 
парних чисел: 2; 4; 6; 8 – є скінченою, число її членів дорівнює 
чотирьом; 
2) послідовність двозначних натуральних чисел, яка закінчується 
цифрами "7": 17; 27; 37; 47; 57; 67; 77; 87; 97 – є скінченою, 
число її членів дорівнює дев’яти; 
3) послідовність додатних дробів з чисельником "1": 1;1  
1 ;2 K 
1 ;
15
K – є нескінченою; 
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4) послідовність десяткових дробів, у яких після коми 
повторюється цифра "9": 0,9; 0,99; 0,999; ...; 0,99...9; ... – є 
нескінченою. 
Якщо у послідовності для будь-якого n  виконується умова 
1n nx x+ > , то послідовність зростає (наступний член завжди є 
більшим від попереднього). Таку послідовність називають 
зростаючою. 
Наприклад, 1; 3; 5; 7; 9; ...; (2n +1); ... – це зростаюча 
послідовність. 
Якщо у послідовності для будь-якого n  виконуються умова 
1n nx x+ < , то послідовність спадає (наступний член завжди є 
меншим від попереднього). Таку послідовність називають 
спадною. 
Наприклад, 1; 1
2
; 1
3
; 1
4
; 1
5
; ...; 1
n
; ... – це спадна 
послідовність. 
Послідовність ( ( )x n ) називають не зростаючою, якщо для 
будь-якого її члена виконується нерівність 1n nx x+ £ .  
Наприклад, 1; 1; 1
3
; 1
3
; 1
5
; 1
5
; 1
7
; 1
7
 – це не зростаюча 
послідовність. 
Послідовність ( ( )x n ) називають не спадною, якщо для будь-
якого її члена виконується нерівність 1n nx x+ ³ .  
Наприклад, 1; 1; 3; 3; 5; 5; 7 ; 7  – це неспадна 
послідовність. 
Неспадаючі та незростаючі послідовності називають 
монотонними (зокрема, зростаючі та спадні послідовності також 
монотонні). 
Існують послідовності, які не є монотонними. Так, 
( )1 9nnx = - ×  – n -й член послідовності: 9- ; 9 ; 9- ; 9 ; 9- ; ... – це 
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коливна послідовність. Для цієї послідовності умова 
монотонності не виконується. 
Якщо всі члени послідовності є рівними між собою, то її 
називають сталою. Так, 5ny = : 5; 5; 5; ... – це стала 
послідовність. 
9.1.2. Арифметична прогресія 
Арифметична прогресія – це числова послідовність, у якої 
кожний член, починаючи з другого, дорівнює сумі попереднього 
члена і фіксованого числа d , де число d  – це різниця прогресії: 
1n na a d+ = + , n NÎ . 
Загальний вигляд арифметичної прогресії: ¸  1a ; 2a ; ...; na ; ... . 
Отже, прогресія є зростаючою, якщо 0d > , та спадною, 
якщо 0d < . 
Наприклад, 2; 5; 8; 11; ... ( 3d = ) – зростаюча послідовність;  
12; 10; 8; 6; ... ( 2d = - ) – спадна послідовність. 
Якщо задано перший член 1a  і різниця d , то n -й член 
прогресії (будь-який член) визначають за формулою: 
( )1 1na a d n= + - . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Властивості арифметичної прогресії. 
1. Кожний середній член дорівнює півсумі рівновіддалених від 
нього членів:     
2
n k n k
n
a aa - ++= , (k n< ). 
2. Суми двох членів, рівновіддалених від її кінців, є рівними між 
собою та рівними сумі крайніх членів (тільки для скінченої 
арифметичної прогресії): 
¸  1a ; 2a ; 3a ; ...; ka ; ... ; 1n ka - + ; ...; 2na - ; 1na - ; na  Þ  
Þ  ( )1 2 1 1 12 1n n k n ka a a a a a a n d- - ++ = + = = + = = + -K K . 
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Суму перших n  членів арифметичної прогресії можна 
обчислити за формулами: 
1
2
n
n
a aS n+= ×     або    ( )12 1
2n
a d n
S n
+ -
= × , 
де n  – кількість членів прогресії. 
Приклад 1. Знайти сімнадцятий член арифметичної прогресії: 3; 7; 11: 
15; ... . 
Розв’язання. Знайдемо різницю прогресії: 7 3 4d = - = . Тоді 
17 1 16 3 16 4 3 64 67a a d= + = + × = + = . 
Відповідь. { }67 . 
Приклад 2. Різниця арифметичної прогресії дорівнює  3, а сума її перших  
шести членів дорівнює 57. Знайти 1a , 6a . 
Розв’язання. 3d = ; 6 57S = . Тоді 
( ) ( )16 1
2 6 1
6 2 5 3
2
a d
S a d
+ -
= × = + × Û  
( )1 157 2 5 3 2a d aÛ = + × Û = ; 6 1 5 17a a d= + = . 
Відповідь. 1 2a = ; 6 17a = . 
Приклад 3. Третій член арифметичної прогресії дорівнює 6, а сьомий 14. 
Скільки членів потрібно взяти, щоб їх сума дорівнювала 110? 
Розв’язання. 3 6a = ; 7 14;a =  110nS = . Запишемо 3a  і 7a , за допомогою 
формули ( )1 1na a d n= + -  та обчислимо d  та 1a : 
1
1
2 6 4 8 26 14
a d d da d
+ =ì Þ = Þ =í + =î
; 1 2a = . 
Підставимо значення ,nS  d  і 1a  у формулу 
( )12 1
2n
a d n
S n
+ -
= ×  та 
одержимо рівняння для обчислення n : 
( ) 2 22 2 2 1110 110 2 110 0
2
n
n n n n n n
× + -
= × Þ = + - Þ - - = Þ 1 10n = ; 
2 11n = - . Значення 2 11n = -  – не буде розв’язком, тому що n NÎ . 
Відповідь. 10n = . 
Приклад 4. Знайти арифметичну прогресію, якщо сума її n  перших членів 
22 3nS n n= - . 
Розв’язання. За умовою:  
2
1 1 2 1 3 1 2 3 1S a= = × - × = - = - ; 
2
2 2 2 3 2 8 6 2S = × - × = - = .  
2S  можна знайти також як суму першого та другого члену арифметичної 
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прогресії, тоді: 2 1 2 2S a a= + = Û ( )2 12 2 1 3a a= - = - - = .  
Отже ( )2 1 3 1 4d a a= - = - - = . 
Відповідь. 1 1a = - , 4d =  або 1; 3; 7; 11;- K  . 
Приклад 5. Знайти арифметичну прогресію, якщо сума перших трьох її 
членів дорівнює 15, сума трьох останніх членів дорівнює 39, а сума всіх 
членів дорівнює 63. 
Розв’язання. 1 2 3
1 2
15
39n n n
a a a
a a a- -
+ + =ì
í + + =î
 (з умови). 
Додамо рівності: ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 54n n na a a a a a- -+ + + + + = . Суми у дужках є 
рівними між собою (за другою властивістю арифметичної прогресії): 
( )13 54na a+ = Þ  1 18na a+ = . 
Знайдемо число членів прогресії за допомогою формули: 
1 1863 7
2 2
n
n
a aS n n n+= × Þ = × Þ = . 
Підставимо значення 7n =  у вихідну систему, одержимо: 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 2 3 1 1 1
1 2 1 1 1
15 2 15
39 6 5 4 39n n n
a a a a a d a d
a a a a d a d a d- -
+ + = + + + + =ìì
Û Ûí í+ + = + + + + + =î î
 
1 1
1 1
3 3 15 5
2
3 15 39 5 13
a d a d
d
a d a d
+ = + =ì ì
Û Û Þ =í í+ = + =î î
 и 1 3a = . 
Запишемо прогресію, якщо відомі d  і 1a . 
Відповідь. 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15. 
Приклад 6.  Між числами 1 і 25 напишіть п'ять чисел, які з даними числами 
складають арифметичну прогресію. 
Розв’язання. 1 1a = ; 2 5 7n = + = ; 7 25a = . 
7 1 6 25 1 6 4a a d d d= + Þ = + Þ = . 
Відповідь. 1; 5; 9; 13; 17; 21; 25; ... 
9.1.3. Геометрична прогресія 
Геометрична прогресія – це числова послідовність, перший 
член якої відмінній від нуля, а кожний член, починаючи з другого, 
дорівнює попередньому члену, помноженому на число q , що не 
дорівнює нулю, де q  – це знаменник геометричної прогресії:
 1n nb b q-= ×  (n NÎ ). 
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Загальний вигляд геометричної прогресії: :: 1b ; 2b ; ...; nb ; ... 
Геометрична прогресія є зростаючою, якщо 1q >  і спадною, 
якщо 1q < . 
Наприклад, :: 2; 6; 18; 54; ...; 3q =  – це зростаюча прогресія; 
 :: 250; 50; 10; ...; 1
5
q =  – це спадна прогресія. 
Якщо задано перший член 1b  і знаменник q , тоді n -й член 
геометричної прогресії визначають формулою: 11
n
nb b q
-= × . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Властивості геометричної прогресії. 
1. Квадрат кожного середнього члена прогресії дорівнює 
добутку рівновіддалених від нього членів: 
2
n n k n kb b b- += × ; (k n< ). 
2. У скінченої геометричної прогресії добутки двох членів, 
рівновіддалених від її кінців, рівні між собою та дорівнюють 
добутку крайніх членів: 
:: 1b ; 2b ; 3b ; ...; kb ; 1n kb - + ; ...; 2nb - ; 1nb - ; nb  Þ  
2 1
1 2 1 1 1
n
n n k n kb b b b b b b q
-
- - +Þ × = × = = × = =K K . 
 
Суму перших n  членів геометричної прогресії знаходять за 
допомогою формули:  
( )1 1
1
n
n
b q
S
q
× -
=
-
. 
Приклад 7. Знайти перший і останній члени геометричної прогресії, яка 
складається з чотирьох членів, якщо 3q =  і 4 80S = . 
Розв’язання. Підставимо вихідні дані у формулу: 
( ) ( )4 41 1 1
4 1
1 3 1 8080 2
1 3 1 2
b q b bS b
q
× - × - ×
= Þ = = Þ =
- -
. 
Знайдемо 4b  за формулою 
3
4 1b b q= ×  та одержимо: 
3
4 2 3 54b = × = . 
Відповідь. 1 2b =  і 4 54b = . 
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Приклад 8. У геометричній прогресії ( nb ): 
1 3
2 4
10
30
b b
b b
+ =ì
í + =î
. Знайти суму 
восьми перших членів прогресії 8S . 
Розв’язання. 2 1b b q= × ; 
2
3 1b b q= × ; 
3
4 1b b q= × , тоді запишемо вихідну 
систему так:  
( )
( )
22
11 1
3 2
1 1 1
1 1010
30 1 30
b qb b q
b q b q b q q
ì + =ì + = ïÛí í
+ = + =î ïî
. 
Поділимо друге рівняння на перше. Одержимо: 
( )
( )
2
1
2
1
1 30 3
101
b q q
q
b q
+
= Û =
+
. 
Знайдемо 1b  з першого рівняння системи: 1 2 2
10 10 1
1 1 3
b
q
= = =
+ +
.  
За формулою для суми геометричної прогресії знайдемо: 
( ) ( )8 81
8
1 1 3 1
3280
1 3 1
b q
S
q
× - × -
= = =
- -
. 
Відповідь. 8 3280S = . 
Приклад 9. Шість чисел складають геометричну прогресію. Сума перших 
трьох чисел дорівнює 168, а сума останніх трьох чисел дорівнює 21. 
Знайти ці числа. 
Розв’язання. За умовою завдання складемо систему рівнянь:  
( )
( )
22
11 2 3 1 1 1
3 4 5 3 2
4 5 6 1 1 1 1
1 168168 168
21 21 1 21.
b q qb b b b b q b q
b b b b q b q b q b q q q
ì + + =+ + = ì + + =ì ïÛ Ûí í í+ + = + + = + + =î î ïî
 
Знайдемо q , для цього поділимо перше рівняння на друге: 
3
1 18
2
q
q
= Þ = .  
Знайдемо 1b з першого рівняння: 1 2
168 168 9671
4
b
q q
= = =
+ +
. 
Відповідь. 96; 48; 24; 12; 6; 3. 
Приклад 10. Знайти суму 2 99 1001 x x x x+ + + + +K , 1x ¹ . 
Розв’язання. За умовою завдання можна зробити висновок про те, що: 
2 99 1001; ; ; ; ;x x x xK  – це геометрична прогресія. Знайдемо перший член 
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прогресії, знаменник та загальну кількість її членів: 1 1b = ; 
2
1
x xq x
x
= = = =K ; 101n = .  
Тоді 
( )101 101
101
1 1 1
1 1
x xS
x x
× - -
= =
- -
. 
Відповідь. 
101
101
1
1
xS
x
-
=
-
. 
Нескінченно спадна геометрична прогресія – це така 
геометрична прогресія ( nb ), у якої знаменник 1q <  та яка має 
нескінчене число членів. 
Суму нескінченної спадної геометричної прогресії 
знаходять за допомогою формули: 1
1
bS
q
=
-
. 
Приклад 11. Запишіть періодичний  дріб 0,4545...=0,(45) як звичайний. 
Розв’язання. Запишемо періодичний дріб у вигляді нескінченої суми 
звичайних дробів: ( ) 45 45 450, 45
100 10000 1000000
= + + +K 
Можна зробити висновок, що це сума нескінченно спадної 
геометричної прогресії, перший член якої дорівнює 1
45
100
b = , а 
знаменник дорівнює 1
100
q = . За формулою суми нескінченно спадної 
геометричної прогресії, одержимо: 45 1 45 100 45 51100 100 99 99 111
100
S = × = × = =
-
. 
Відповідь. ( ) 50, 45
11
= . 
Приклад 12. Знайти  нескінченно спадну геометричну прогресію, якщо 
1 2b = , а її сума 4S = . 
Розв’язання. ( )1 2 14 4 1 2
1 1 2
bS q q
q q
= Þ = Û × - = Û =
- -
. 
Відповідь. :: 2 ; 1; 1
2
; ... 
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Приклад 13. Знайти нескінченно спадну геометричну прогресію, якщо її 
сума дорівнює 2
3
, а сума її перших чотирьох членів дорівнює 5
8
. 
Розв’язання. За умовою завдання запишемо систему: 
( ) ( )
1 1
4 4
1 1
4
2 2
1 3 1 3
1 15 5
1 8 1 8
b bS
q q
b q b q
S
q q
ì ì= = =ï ï- -ï ïÛí í- -ï ï= = =
ï ï- -î î
. 
Підставимо праву частину першого рівняння у друге рівняння:  
( ) ( )4 4 42 51 16 1 15 16 1
3 8
q q q- = Þ × - = Þ = Þ 1
1
2
q = и 2
1
2
q = - .  
Тоді знайдемо два значення 1b : 
1) 1
2
q = ; 1 1
2 1
1 3 31
2
b b= Þ =
-
; 2) 1
2
q = - ; 1 1
2 11 31
2
b b= Þ =
+
. 
Відповідь. 1) :: 1
3
; 1
6
; 1
12
; 1
24
; ...;  2) :: 1; 1
2
- ; 1
4
; 1
8
- ; ... . 
Приклад 14. Сума нескінченно спадної геометричної прогресії ( )nb  16S = , 
а сума квадратів всіх її членів 153,6S* = . Знайти четвертий член 
прогресії. 
Розв’язання. Знайдемо знаменник прогресії, яка складається з квадратів 
членів: 21b ; 
2
2b ; 
2
3b ; ...; 
2
nb ; ... : 
22
2
2
1 1
n n
n n
b bq q
b b
*
- -
æ ö
= = =ç ÷
è ø
.  
Тоді складемо систему рівнянь: 
1
2
1
2
16
1
153,6
1
bS
q
bS
q
*
ì = =ïï -
í
ï = =
-ïî
.  
Піднесемо перше рівняння до квадрату: 
( )
2
1
2256 1
b
q
=
-
. 
Поділимо друге рівняння системи на перше: 
( )
( )
( )
222 2
11 1
22 2 2
1
1153,6 153,6 1 153,6:
1 256 256 1 25611
b qb b q
q qq bq
- -
= Û = Û = Û
- +--
 
( ) ( ) 1256 1 153,6 1
4
q q qÛ × - = × + Û = . 
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Тоді ( )1
116 1 16 1 12
4
b q æ ö= × - = × - =ç ÷
è ø
; 
3
3
4 1
1 312
4 16
b b q æ ö= × = × =ç ÷
è ø
. 
Відповідь. 4
3
16
b = . 
9.1.4. Спільне застосування арифметичної та 
геометричної прогресії  
Приклад 15. Чотири числа складають геометричну прогресію. Якщо з 
першого числа відняти 11, з другого 1, з третього 3, а з четвертого 9, то 
отримаємо арифметичну прогресію. Знайти ці числа.  
Розв’язання. Нехай 1b ; 2b ; 3b ; 4b  – члени геометричної прогресії 1a ; 2a ; 3a ; 
4a  – члени арифметичної прогресії. Тоді 2 1b b q= ; 
2
3 1b b q= ; 
3
4 1b b q=  і 
1 1 11a b= - ; 2 2 11 1a b b q= - = - ; 
2
3 3 13 3a b b q= - = - ; 
3
4 4 19 9a b b q= - = - . 
Використаємо властивість арифметичної прогресії:  
1 3
2 2
a aa += ; 2 43 2
a aa += . 
Використовуючи одержані вище рівності, запишемо систему двох 
рівнянь із двома невідомими 1b  і q :  
2
1 1
21
1 1 1
2 33
2 1 1 11 1
1
11 31 2 2 142
2 6 101 93
2
b b qb q b q b b q
b q b q b qb q b qb q
ì - + -
- =ï ì - = + -ï Û Ûí í
- = + -- + - îï - =
ïî
 
( )
( )
2
1
2
1 1
12 1 12
3
2 1 4 27
b q q q
b q q q b
ìì - + = =ï ïÛ Ûí í
- + =ï ï =î î
. 
Запишемо геометричну прогресію: 2 1
127 9
3
b b q= = × = ; 3 3b = ; 4 1b = . 
Відповідь. 27; 9; 3; 1. 
Приклад 16. Знайти чотири числа, з яких перші три утворюють 
геометричну прогресію, а останні три  – арифметичну, якщо сума 
крайніх чисел дорівнює 35, а сума середніх дорівнює 30. 
Розв’язання. Нехай числа, які потрібно знайти, – 1c , 2c , 3c , 4c . Тоді  
 
геометрична прогресія 
1 2 3 4;  ;  ;  c c c c  
арифметична прогресія 
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Запишемо умови задачі у вигляді: 1 4
2 3
35
30
c c
c c
+ =ì
í + =î
.  
Виразимо всі члени за допомогою 1b  і q : 1 1c b= ; 2 1c b q= ; 
2
3 1c b q= ; 
4 135c b= - . 
Запишемо систему рівнянь за умовою 2 3 30c c+ =  і властивості 
арифметичної прогресії 3 2 42c c c= + : 
( )
( )
( )
2
11 1
2 2
1 1 1 1
1 3030
2 35 1 2 35
b q qb q b q
b q b q b b q q
× + =ìì + = ïÛí í= + - × - + =î ïî
. 
Розв’яжемо систему способом ділення: 
( )
( )
( ) ( ) ( )1 222
1
1 130 6 7 1 6 1 2
35 1 2 71 2
b q q q q
q q q q
q qb q q
× + × +
= Þ = Þ × + = × - + Þ
- +× - +
 
25 13 6 0q qÞ - + = Þ 1 2q =  и 2
3
5
q = . 
Одержимо два розв’язки системи рівнянь: 
1) 2q = ; 
( ) ( )1 1
30 30 5
1 2 1 2
b b
q q
= = Þ =
+ × +
; 
2) 3
5
q = ; 1 1
30 30 1313 83 3 41
5 55 5
b b= = Þ =
æ ö ×+ç ÷
è ø
. 
Відповідь. 1) 5 ; 10 ; 20; 30 . 2) 131
4
; 318
4
; 111
4
; 33
4
. 
Приклад 17. Три числа складають зростаючу геометричну прогресію. Якщо 
до другого числа додати 2, то одержані числа складуть арифметичну 
прогресію, а якщо потім до третього числа додати 9, то прогресія знову 
стане геометричною. Знайти ці числа. 
Розв’язання. Запишемо три прогресії за умовою завдання:  
1) :: 1b ; 1b q ; 
2
1b q ;  
2) :  1b ; 1 2b q + ; 
2
1b q ;  
3) :: 1b ; 1 2b q + ; 
2
1 9b q + . 
Для останніх двох прогресій застосуємо їх властивості та запишемо 
систему рівнянь: 
( )
( ) ( )
2 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 22
1 1 1 11 1 1
2 2 2 4
4 4 92 9
b q b b q b q b b q
b q b q b q bb q b b q
ì × + = + ì + = +ï Û Ûí í
+ + = ++ = + îïî
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( )
( )
( )
( )
22
11
11
1 21 2 4
1
9 49 4 4
b q qb q q
b qb q
ì × - +× - + =ïÛ Û = Þí × -× - =ïî
 
2 2
11 2 9 4 2 8 0 2q q q q q qÞ - + = - Þ + - = Þ =  і 2 4q = - . 
Згідно умови завдання геометрична прогресія зростає, отже 2q = . 
Знайдемо перший член прогресії: 1 1
4 4
9 4
b b
q
= Þ =
-
.  
Отже, 2 8b = , 3 16b = . 
Відповідь. :: 4; 8; 16. 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке числова послідовність? 
2. Які числові послідовності ви знаєте?  
3. Що таке арифметична прогресія? 
4. Назвіть властивості арифметичної прогресії. 
5. Що таке геометрична прогресія? 
6. Назвіть властивості геометричної прогресії. 
7. Що таке нескінченна геометрична прогресія? 
8. Назвіть формулу суми нескінченно спадної прогресії. 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 19 
I. Знайдіть п’ятий член арифметичної прогресії, якщо: 
1) 1 7a = ; 16 67a = ;   2) 1 4a = - ; 9 0a = . 
II. Знайдіть 23a   арифметичної прогресії: 
1) 3; 7; 11; 15; ...  2) 5- ; 1- ; 3; 7 ; .... 
III. Різниця арифметичної прогресії дорівнює 8, сума перших її 
п’яти членів дорівнює 115. Знайдіть 1a , 5a . 
IV. В арифметичній прогресії ( )na : 3 6 16a a+ = ; 3 6 55a a× = . 
Скільки членів треба взяти, щоб одержати суму, яка дорівнює 81? 
V. Знайдіть арифметичну прогресію, якщо сума її перших n  
членів 25 2nS n n= - . 
s 
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VI. Знайдіть арифметичну прогресію, сума перших трьох членів 
якої дорівнює 24, а сума квадратів цих же членів дорівнює 290. 
VII. Знайдіть знаменник геометричної прогресії, якщо: 
1) 1 2b = ; 5 162b = ;  2) 1 3b = ; 4 81b = . 
VIII. У геометричній прогресії ( )nb : 1 3 17b b+ = ; 2 4 68b b+ = . 
Знайдіть 7S . 
IX. Знайдіть чотири числа, які складають геометричну 
прогресію, сума крайніх членів якої дорівнює 27, а добуток 
середніх членів дорівнює 72. 
X. Різниця другого й першого членів геометричної прогресії 
дорівнює 18, різниця четвертого та третього членів дорівнює 162. 
Знайдіть цю прогресію. 
XI. Запишіть періодичні дроби у вигляді звичайних дробів: 
1) ( )0,777 0, 7=K ;    2) ( )0,1212 0, 12=K ;    3) ( )0,1244 0,12 4=K . 
XII. Знайдіть суму нескінченно спадної геометричної 
прогресії ( )nb , якщо: 1 4 18b b+ = ; 2 3 12b b+ = . 
XIII. Сума членів нескінченно спадної геометричної прогресії 
( )nb  дорівнює 14, а сума кубів всіх її членів дорівнює 392. 
Знайдіть 1b  і q . 
XIV. Сума нескінченно спадної геометричної прогресії 12S = , 
а сума квадратів всіх її членів дорівнює 72. Знайдіть п’ятий член 
прогресії. 
XV. Сума трьох чисел, які складають арифметичну прогресію, 
дорівнює 21. Якщо до них додати відповідно числа 1; 5; 25, то ці 
три числа будуть складати геометричну прогресію. Знайдіть 
числа, які становлять арифметичну прогресію. 
XVI. Чотири числа складають геометричну прогресію. Якщо 
від першого числа відняти 30, від другого 4, від третього 2, а від 
четвертого 8, то одержимо арифметичну прогресію. Знайдіть ці 
числа. 
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XVII. Сума трьох чисел, які складають зростаючу геометричну 
прогресію, дорівнює 65. Якщо від меншого з цих чисел відняти 1, 
а від більшого 19, то одержані числа складуть арифметичну 
прогресію. Знайдіть ці числа 
XVIII. Знайдіть чотири числа, перші три з яких складають 
геометричну прогресію, а останні три – арифметичну. Сума 
крайніх чисел дорівнює 14, а сума середніх чисел дорівнює 12. 
9.2. Границя числової послідовності 
Розглянемо послідовність, яку задано формулою її n -го 
члена ( )ny f n= . 
Наприклад, 1
3n
ny
n
-
=  – це нескінчена числова послідовність, 
де n Î N. Члени цієї послідовності, якщо їх номер n зростає, 
"прямують" до 1
3
. Це можна побачити, якщо записати n-й член 
послідовності у вигляді 1 1
3 3n
y
n
= - . Якщо номер n  зростає, то 
другий доданок "прямує до нуля". Записують так: 1 1lim 3 3n
n
n®¥
-
= , 
читають так: "Границя відношення 1n -  до 3n , якщо n  прямує до 
нескінченності, дорівнює 1
3
". Вважають, що границя цієї 
послідовності дорівнює 
3
1 . 
Поставимо питання: "Яким повинне бути n , щоб модуль 
різниці 1
3n
y -  був би менше за 0,001?"  
Оскільки 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3n
y
n n n
- = - - = - = , тоді треба 
встановити, за яких n NÎ  виконується нерівність 1 0,001
3n
<  або 
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3 1000n > , звідки 1333
3
n > . Отже нерівність виконується для 
будь-якого 0 333n n> = .  
Якщо замість 0,001 візьмемо 0,000001, то таким же 
підрахунком ми встановимо, що 1 0,000001
3n
y - < , за умови, що 
будь-яке 0 333333n n> = . 
Для будь-якого довільного додатного числа (епсілон) 
нерівність e<-
3
1
ny  буде виконуватися, якщо 
1
3
n
e
> . Для нас 
важливі тільки цілі значення n. Дана нерівність виконується, 
якщо всі n > N, де N – ціла частина числа 1
3e
. 
Число a  називають границею послідовності ( )nx , якщо для 
будь-якого додатного числа e  знайдеться таке натуральне число 
N , що для всіх n N>  виконується нерівність nx a e- < . 
Говорять: "Границею послідовності ( )nx  є число a " і 
пишуть: lim nn x a®¥ = . 
Якщо послідовність має границю, то вважають, що вона 
збігається. З'ясуємо геометричний зміст поняття границі 
послідовності. 
Нерівність nx a e- <  є рівносильною до подвійної 
нерівності nx ae e- < - <  або na x ae e- < < + .  
Ця нерівність показує, що всі члени послідовності (хn), яка 
збігається до числа а, з номерами n > N, потрапляють до 
інтервалу, який називають e оточенням точки a . 
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При розгляді числових послідовностей можливі тільки два 
випадки: 
1. У послідовності є границя, і вона тільки одна; такі 
послідовності називають збіжними. 
2. У послідовності не має границі. Такі послідовності 
називають розбіжними. 
Сформулюємо три теореми, які допомагають обчислювати 
границі. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема 1. Якщо  послідовності (хn) та (yn) збігаються, тоді 
 ( )lim lim limn n n nn n nx y x y®¥ ®¥ ®¥+ = + . 
Теорема 2. Якщо послідовності (хn) та (yn) збігаються, тоді 
 ( )lim lim limn n n nn n nx y x y® ¥ ® ¥ ® ¥× = × . 
Наслідок теореми 2. Сталий множник можна виносити за 
знак границі  ( )lim lim ; .n nn nC x C x C R® ¥ ® ¥× = × Î   
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема 3. Якщо послідовності (хn) і (yn) збігаються та границя 
послідовності (yn) не дорівнює нулю ( lim 0n
n
y
® ¥
¹ ), тоді 
 
lim
lim
lim
nnn
n
n n
n
xx
y y
® ¥
® ¥
® ¥
= . 
Послідовність називають нескінченно малою 
послідовністю або просто нескінченно малою, якщо її границя 
дорівнює нулю:  lim 0nn x® ¥ =  
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Наприклад, послідовність 1n n
a =  є нескінченно малою, тому 
що 1lim 0;
n n® ¥
=  послідовність nn qa = , (q < 1), є нескінченно 
малою, тому що lim 0n
n
q
® ¥
= . 
Для нескінченно малих послідовностей можна записати 
наступні теореми. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Теорема 1. Сума двох нескінченно малих послідовностей є 
нескінченно малою послідовністю. 
Теорема 2. Добуток обмеженої послідовності на нескінченно 
малу послідовність є також нескінченно малою послідовністю. 
Теорема 3. Добуток двох нескінченно малих послідовностей є 
також нескінченно малою послідовністю. 
 
Границі послідовностей можна знаходити за допомогою 
наступного визначення границі. 
Якщо послідовність xn можна записати у вигляді суми  
 ( )NnCx nn Î+= a ,  
де С – стале число, а na  – нескінченно мала, то С є границею 
послідовності xn  .lim ÷ø
öç
è
æ =
¥®
Cxnn  
Розглянемо розв'язання прикладів з використанням теорем, 
які пов’язані з визначенням поняття границі. 
Приклад 18.  Обчисліть границю  
2
2
1lim
n
n
n® ¥
+ . 
Розв’язання. 
2
2 2
1 1lim lim 1 1nn nn n
+ æ ö= + =ç ÷® ¥ ® ¥ è ø
. 
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Тут 2
1
n
 – нескінченно мала величина, тому що 2
1lim 0
n n® ¥
= . 
Відповідь. 
2
2
1 1lim
n
n
n®¥
+
= . 
Для зведення n -го члену послідовності до вигляду 
( )NnCx nn Î+= a  доцільно застосовувати теореми щодо границі 
суми, добутку та частки границь. 
Приклад 19. Обчисліть границю  2 1lim
3n
n
n® ¥
+
+
. 
Розв’язання. 
1lim 2
2 1 2lim 2
33 1lim 1
nn n
n n
n n
æ ö+ç ÷® ¥+ è ø= = =® ¥ + æ ö+ç ÷® ¥ è ø
. 
Відповідь. 2 1 2lim 3n
n
n®¥
+
=
+
. 
Приклад 20. Обчисліть границю  ( )4 3 2lim 100 2 1
n
n n n
® ¥
- - + . 
Розв’язання. Застосувати теорему про границю суми не можна, тому що не 
є очевидним, до якого значення прямує сума границь доданків. Щоб 
знайти границю, винесемо за дужки 4n : 
( )4 3 2 4 2 4
100 2 1lim 100 2 1 lim 1
n n
n n n n
n n n® ¥ ® ¥
é ùæ ö- - + = - - +ç ÷ê úè øë û
. 
До останньої границі можна застосувати теорему щодо границі добутку:  
4 4
2 4 2 4
100 2 1 100 2 1lim 1 lim lim 1 1
n n n
n n
n n n n n n® ¥ ® ¥ ® ¥
é ùæ ö æ ö- - + = × - - + = ¥ × = ¥ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
. 
Відповідь. ( )4 3 2100 2 1lim
n
n n n
®¥
- - + = ¥ . 
Приклад 21. Знайти границю ( )4 2lim 2 1 4 3n n n® ¥ + - - . 
Розв’язання. Помножимо і поділимо вираз, який стоїть під знаком границі, 
на сполучений йому вираз ( )4 22 1 4 3n n+ + - . Тоді 
( )
2
4 2
4 2
2 1 4 3lim 2 1 4 3 lim
2 1 4 3n n
n nn n
n n® ¥ ® ¥
+ - -
+ - - = =
+ + -
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2
4 2 4 2
2 4 3 1lim lim ,
2 1 4 3 2 1 4 3n n
n n
n n n n® ¥ ® ¥
- -
= +
+ + - + + -
  
оскільки 0
3412
1lim
4 2
=
-++¥® nnn
, тоді  
( )
2
4 2
4 2
2 4 3lim 2 1 4 3 lim
2 1 4 3n n
n nn n
n n® ¥ ® ¥
- -
+ - - =
+ + -
. 
Знайдемо границю чисельника: 
( )
2 2
2
2 2
4 4 3 3lim 2 4 3 lim lim 0
2 4 3 2 4 3n n n
n nn n
n n n n® ¥ ® ¥ ® ¥
- +
- - = = =
+ - + +
. 
Знайдемо границю знаменника: 
( )4 2lim 2 1 4 3n n n® ¥ + + - = ¥ . 
Оскільки границя знаменника дорівнює нескінченності, то послідовність 
є нескінченно малою, і ( )4 2lim 2 1 4 3 0n n n® ¥ + - - = . 
Відповідь. ( )4 2lim 2 1 4 3 0n n n® ¥ + - - = . 
9.3. Границя і неперервність функції 
Побудуємо графік функції ( ) 2 1f x x= +  (рис. 9.1). 
 
Рисунок 9.1 
Якщо змінна xнаближається до точки 0 1x = , тоді змінна y  
наближається до точки 0 3y = . Вважають, що число 3 є границею 
0  1- x  
y  
2 1y x= +  
1
1
1-  
2-  
2-  
2
2  
3  
3  
3-  
4  
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функції ( )f x , якщо x  прямує до одиниці. Пишуть: 
( ) ( )
1 1
lim lim 2 1 3
x x
f x x
® ®
= + = . Читають: "Границя еф від ікс, якщо ікс 
прямує до одиниці, дорівнює 3". 
Розглянемо інтервал поблизу точки 1,x =  що є обмеженним 
нескінченно малою d , це буде: ] [1 ,1x d dÎ - +  або 
1 1xd d- < < + . Це ж можна записати й у формі 1x d- < .  
Інтервал ] [,а ad d- +  називають d  – оточенням точки а, 
(d  – "дельта").  
Складемо різницю ( ) ( )3 2 1 3 2 1f x x x- = + - = - . Модуль 
цієї різниці ( ) 3 2 1f x x- = -  менше від числа e  ("епсілон"), 
якщо 1
2
x e- < . Дійсно, ( ) 3 2 1f x x e- = - <  звідки 1
2
x e- < . 
Це означає, що для будь-якого 0e >  можна знайти 0d >  (у нас 
2
e
d = ) таке, якщо 1x d- < , то завжди ( ) 3f x e- < . На основі 
цього запишемо нове визначення границі. 
Число b  називають границею функції ( )f x , якщо x  прямує 
до a , за умови, що для будь-якого 0e >  можна знайти таке 0d > , 
що з x a d- <  слідує ( )f x b- <  e . 
Якщо функція ( )y f x=  має границю за умови, що х прямує 
до а, залишаючись завжди менше від а, то вважають, що вона має 
границю  зліва і пишуть: 10lim ( )x a f x b® - = .  
Якщо функція ( )y f x=  має границю за умови, що х прямує 
до a , залишаючись завжди більше від a , то вважають, що вона 
має границю справа і пишуть:  ( ) 20limx a f x b® + = .  
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Наприклад, функція 
x
y
x
=  має границю зліва, яка дорівнює 
1- , і границю справа, яка дорівнює 1 (рис. 9.2). 
 
Рисунок 9.2 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Функція може мати тільки одну з границь (зліва або 
справа), або не мати границь взагалі. 
Наприклад, функція y x=  має границю справа 
0
lim 0
x
x
® +
= , 
а границі зліва 
0
lim
x
x
® -
 не існує, тому що ця функція не 
визначена, якщо 0x < . 
Функція може й не мати взагалі границь у точці. Для функції 
1
2
xy
x
+
=
-
 границя 
2
1lim
2x
x
x®
+
-
 не існує ні справа, ні зліва. 
Для розв’язання завдань, які пов’язані з обчисленням 
границь та їх застосуванням, доцільно знати наступні основні 
теореми щодо границь функцій. 
Теорема 1. Якщо існують границі функцій ( )1y f x=  та 
( )2y f x= , за умови x a® , то існує і границя їхньої суми, що 
дорівнює сумі границь цих функцій: 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2lim lim limx a x a x af x f x f x f x® ® ®+ = +é ùë û .  
0  x  
1  
1-
y  
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Теорема 2. Якщо існують границі функцій ( )1y f x=  і 
( )2y f x= , за умови x a® , то існує і границя їхнього добутку, що 
дорівнює добутку границь цих функцій: 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2lim lim limx a x a x af x f x f x f x® ® ®× = ×é ùë û .  
Наслідок. Сталий множник можна винести за знак границі: 
 ( ) ( ) ( )lim lim lim lim
x a x a x a x a
C f x C f x C f x
® ® ® ®
× = × = × .  
Теорема 3. Якщо існують границі функцій ( )1y f x=  і 
( )2y f x= , за умов x a®  та ( )2lim 0x a f x® ¹ , то існує й границя їх 
відношень, яка дорівнює відношенню границь цих функцій: 
 ( )
( )
( )
( ) ( )
11
2
2 2
lim
lim , lim 0
lim
x a
x a x a
x a
f xf x
f x
f x f x
®
® ®
®
= ¹ .  
Для знаходження границь функцій, як і для границь 
послідовностей, застосовують теореми щодо границь суми, 
добутку, частки, степеня функцій. Розглянемо розв'язання деяких 
прикладів. 
Приклад 22. Знайти границю 
2
2
3 5lim
4х
x x
x®
- +
+
. 
Розв’язання. 
( )
( )
2 2
2
2 2 2
2
2 2
lim 3 5 lim lim 3 53 5lim
4 lim 4 lim 4
x x x
x
x x
x x x xx x
x x x
® ® ®
®
® ®
- + - +- +
= = =
+ + +
 
( )2 22 2
2
lim 3 lim 5 2 3 2 5 1
lim 4 2 4 2
x x
x
x x
x
® ®
®
- + - × +
= = =
+ +
. 
У цьому прикладі, щоб обчислити границі функції, можна зробити 
підстановку значень, тому що чисельник і знаменник прямують до 
кінцевих границь, і границя знаменника не дорівнює нулю. 
2 2
2
3 5 2 3 2 5 1lim
4 2 4 2x
x x
x®
- + - × +
= =
+ +
. 
Відповідь. 
2
2
3 5 1lim
4 2x
x x
x®
- +
=
+
. 
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Приклад 23. Знайти границю 3 5lim
4 2x
x
x® ¥
+
-
. 
Розв’язання. 
( )
( )
5 53 33 5 3lim lim lim4 2 2 42 44x x x
x xx x
x x xx
® ¥ ®¥ ® ¥
+ ++ = = =- --
. 
Відповідь. 3 5 3lim
4 2 4x
x
x® ¥
+
=
-
. 
Приклад 24.  Знайти границю 
2
2
4lim
2x
x
x®
-
-
. 
Розв’язання. У даному випадку чисельник і знаменник прямують до нуля, 
якщо 2x ® . Розкладемо чисельник на множники 
( ) ( ) ( )2 4 2 2х x х- = - +  і скоротимо чисельник і знаменник на ( )2x - : 
( ) ( ) ( )
2
2 2 2
2 24lim lim lim 2 2 2 4
2 2x x x
x xx x
x x® ® ®
- +-
= = + = + =
- -
. 
Відповідь. 
2
2
4lim 4
2x
x
x®
-
=
-
. 
Геометрично неперервність функції в точці означає, що її 
графік можна провести через цю точку, не відриваючи олівець від 
площини креслення. 
Приклад 25. Побудуємо  графіки наступних чотирьох функцій і розглянемо 
їх поведінку в оточенні точки 2x = : 
1) 21y x= ,     2) 
2
2
4
2
xy
x
-
=
-
,     3) 3
2
2
xy
x
-
=
-
,     4) 4
1
2
y
x
=
-
. 
1) Знайдемо границі функції 21y x=  (рис. 9.3). 
Для змінних 2x <  границя зліва дорівнює 
2
2 0
lim 4
x
x
® -
= . 
Для змінних 2x >  границя справа 
дорівнює 2
2 0
lim 4
x
x
® +
= . 
Границя функції 21y x=  у точці 2x =  
дорівнює 2
2
lim 4
x
x
®
= . 
Значення функції 21y x=  у точці 2x =  
дорівнює ( )1 2 4y = . 
 
Рисунок 9.3 
2 2 2 2
2 0 2 0 2
lim lim lim 2 4
x x x
x x x
® - ® + ®
= = = = . 
0  1-  x
y  
1
1  
2-  2  
2  
3  
3  
3-  
4  
2y x=  
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Границя функції зліва дорівнює границі функції справа і дорівнює 
границі функції у точці. 
Висновок. Границя функції 21y x= , якщо 2x ®  існує і дорівнює значенню 
функції в точці 2x = .  
2) Знайдемо границі функції 
2
2
4
2
xy
x
-
=
-
 (рис. 9.4). 
Для 2x <  границя функції зліва 
дорівнює 
2
2 0
4lim 4
2x
x
x® -
-
=
-
. 
Для 2x >  границя функції справа 
дорівнює 
2
2 0
4lim 4
2x
x
x® +
-
=
-
. 
Границя функції 
2
2
4
2
xy
x
-
=
-
 в точці 
2x =  дорівнює 
2
2
4lim 4
2x
x
x®
-
=
-
. 
 
Рисунок 9.4 
2 2 2
2 0 2 0 2
4 4 4lim lim lim 4
2 2 2x x x
x x x
x x x® - ® + ®
- - -
= = =
- - -
. 
Границя функції зліва дорівнює границі функції справа і дорівнює 
границі функції в точці, але в точці 2x =  знаменник функції дорівнює 
нулю та функція є невизначеною. 
Висновок. Границя функції 
2
2
4
2
xy
x
-
=
-
 існує та дорівнює 4, але не дорівнює 
значенню функції в точці 2x = .  
3) Знайдемо границю функції 3
2
2
xy
x
-
=
-
 (рис. 9.5). 
Для 2x <  границя функції зліва дорівнює 
2 0
2lim 1
2x
x
x® -
-
= -
-
. 
Для 2x >  границя функції справа дорівнює 
2 0
2lim 1
2x
x
x® +
-
=
-
. 
Якщо 2x =  функція є невизначеною (не існує). 
 
Рисунок 9.5 
Висновок. Границя зліва функції 3
2
2
xy
x
-
=
-
, якщо 2x ® , не дорівнює 
границі справа і функція 3y  в точці 2x =  не існує. 
2
2
xy
x
-
=
-
 
2
 
x
 
0
 
1
 
1-
 
y
 1
 
2 4
2
xy
x
-
=
-
 
0  1-  x
y  
1  
1  
1-
2-  2
2  
3  
3  
3-  
4  
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4) Знайдемо границю функції 3
1
2
y
x
=
-
 
(рис. 9.6). 
Для 2x <  границя функції зліва 
дорівнює 
2 0
1lim
2x x® -
= -¥
-
. 
Для 2x >  границя функції справа 
дорівнює 
2 0
1lim
2x x® +
= +¥
-
. 
Якщо 2x = , то функція є 
невизначеною (не існує). 
Висновок. Границя функції, а також 
значення функції в точці 2x =  не 
існує.  
 
Рисунок 9.6 
Відповідь. З розглянутих прикладів видно, що в точці 2x =  неперервною є 
тільки функція 21y x= . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Функція ( )y f x=  є неперервною у точці 0x x= , якщо: 
1) вона визначена в оточенні цієї точки; 
2) має границю, якщо x  прямує до 0x  зліва або справа 
( ) ( ) ( )
0 0 00 0
lim lim lim
x x x x x x
f x f x f x
® + ® - ®
= = ; 
3) границя функції ( )y f x= , якщо 0x x® , дорівнює значенню 
функції у цій точці:      ( ) ( )
0
0limx x f x f x® = . 
Якщо функція не є неперервною в точці, цю точку 
називають точкою розриву функції. 
У розглянутих прикладах 2x =  є точкою розриву функцій 
2 ,y  3y  і 4y . Розриви такого вигляду, як у функції 2y  є такими, що 
їх можна усунути (усувні). 
Усунути розрив, означає, зробити функцію неперервною. 
x  
1 
2
3  
4  
1 2 3  4  
y
1-
1-  
2-  
2-  
3-  
3-
4-
4-
5-  
5-
6-
5  
5  
6  
6  
7  
1
2
y
x
=
-
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Для функції 2y  це можна зробити, якщо задати її у такий спосіб:  
2
2
4 , якщо 2;
2
4 , якщо 2 .
x хy x
х
ì -ï ¹= í -
ï =î
 
Таке завдання називають довизначенням функції.  
Усунути розриви функцій 3y  і 4y  неможливо. Такі розриви, 
що неможливо усунути, називають стрибками. Стрибки бувають 
скінченими (як у функції 3y ), так і нескінченими (як у функції 
4y ). 
Якщо застосувати поняття приросту аргументу 0x x xD = -  і 
приросту функції ( ) ( )0 0y f x x f xD = + D - , то можна надати ще 
одне визначення неперервності. 
Функцію ( )y f x=  називають неперервною у точці 0x x= , 
якщо вона є визначеною в оточенні цій точки, та, якщо приріст 
аргументу xD  прямує до нуля, то і приріст функції yD  також 
прямує до нуля. 
 
0
lim 0
x
y
D ®
D =  або ( ) ( )0 00lim 0x f x x f xD ® + D - =é ùë û ,  
отже ( ) ( )
0
0 0limx x f x x f x® + D = .  
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Функцію ( )y f x=  називають неперервною у точці 0x x= , 
якщо вона є визначеною в оточенні цієї точки і границя функції, 
якщо 0x x® , дорівнює значенню функції у цій точці. 
 ( ) ( )
0
0limx x f x f x® = . 
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Функцію, що неперервна у всіх точках інтервалу, називають 
неперервною на цьому інтервалі. 
Всі елементарні функції неперервні в області їх визначення. 
Приклад 26. Перевірте неперервність функції 2
3
5 6
xy
x x
-
=
- +
 в точках 0x =  
і 2x = . 
Розв’язання.  
I. Перевіримо неперервність функції в точці 0x = . 
1. Функція 2
3
5 6
xy
x x
-
=
- +
 визначена в точці 0x =  та її значення у цій точці 
дорівнює: ( )
2
10 -=y . 
2. Знайдемо границі функції в оточенні точки 0x = : 
а) зліва 20 0
3 1lim
5 6 2x
x
x x® -
-
= -
- +
; 
б) справа 20 0
3 1lim
5 6 2x
x
x x® +
-
= -
- +
; 
в) 20
3 1lim
5 6 2x
x
x x®
-
= -
- +
. 
3. Границя функції в точці 0x =  дорівнює значенню функції в цій точці. 
Функція неперервна в цій точці. 
II. Перевіримо неперервність функції 2
3
5 6
xy
x x
-
=
- +
 в точці 2x = . 
1. У точці 2x =  функція є невизначеною, тому що знаменник функції  
перетворюється на нуль, якщо 2x = . 
2. Знайдемо границі функції в оточенні точки 2x = : 
а) зліва 
( )( )22 0 2 0 2 0
3 3 1lim lim lim
5 6 2 3 2x x x
x x
x x x x x® - ® - ® -
- -
= = = -¥
- + - - -
; 
б) справа 
2 0
1lim
2x x® +
= +¥
-
; 
в) границя функції ліворуч не дорівнює її границі праворуч. У точці 
2x =  функція 2
3
5 6
xy
x x
-
=
- +
 має розрив, який неможливо усунути. 
Точка 2x =  є точкою розриву функції. 
Відповідь. У точці 0x =  функція є неперервною, а в точці 2x =  функція 
має розрив, який не можна усунути. 
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9.4.  Дві визначні границі 
У процесі розв’язування багатьох різноманітних завдань 
математики застосовують дві визначні границі. 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Перша визначна границя 
Функція sin x
x
 є невизначеною, якщо 0x =  (тобто 
чисельник і знаменник дробу перетворюються на 0), має 
границю, яка дорівнює 1 за умови 0x ® :   
0
sin 0lim 1
0x
x
x®
æ ö= =ç ÷
è ø
. 
 
Наслідки першої визначної границі 
а) 
0
lim 1;
sinx
x
x®
=        б) 
0
tglim 1;
x
x
x®
=        в) 20
1 cos 1lim
2x
x
x®
-
= . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Друга визначна границя 
 1lim 1
x
x
e
x® ¥
æ ö+ =ç ÷
è ø
     або     ( )
1
0
lim 1 x
x
x e
®
+ = . 
 
Тут е – ірраціональне число, наближене значення якого 
дорівнює е = 2,718281… . Воно є основою натуральних 
логарифмів: log lne x x= . 
Наслідки другої визначної границі 
а) 
0
1lim 1
x
x
e
x®
-
= ; б) ( )
0
ln 1
lim 1.
x
x
x®
+
=  
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Розглянемо розв’язання прикладів зі застосуванням 
визначної границі. 
Приклад 27. Знайти границі функції 
0
1 coslim
x
x
x®
- . 
Розв’язання. Для розв’язання цього прикладу застосовують першу 
визначну границю: 
0
sinlim 1
x
x
x®
= . 
2
0 0 0
2 sin sin1 cos 2 2lim lim lim sin 1 0 0
2
2
x x x
x x
x x
xx x® ® ®
-
= = × = × = . 
Відповідь. 
0
1 coslim 0
x
x
x®
-
= . 
Приклад 28. Знайти границі  
31lim 1
x
x x® ¥
æ ö+ç ÷
è ø
. 
Розв’язання. Для розв’язання цього завдання застосовують другу визначну 
границю: 1lim 1
x
x
e
x®¥
æ ö+ =ç ÷
è ø
. 
33
31 1lim 1 lim 1
x x
x x
e
x x® ¥ ® ¥
æ öæ ö æ ö+ = + =ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø
. 
Відповідь. 
3
31lim 1
x
x
e
x® ¥
æ ö+ =ç ÷
è ø
. 
Приклад 29. Знайти границю 
33lim
1
x
x
x
x
+
®¥
+æ ö
ç ÷-è ø
. 
Розв’язання. 
( )3 3 3 1 43 1 4 4 4lim lim lim 1 lim 1
1 1 1 1
x x x x
x x x x
x x
x x x x
+ + + - +
® ¥ ® ¥ ® ¥ ® ¥
+ - +æ ö æ ö æ ö æ ö= = + = +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - -è ø è ø è ø è ø
. 
Зробимо заміну змінної: 1 ,
4
x y- =  тоді y ® ¥  якщо .x ® ¥  
( ) 4 4 41 4
4 4 44 1 1lim 1 lim 1 lim 1 1
1
yx
x y y
e e e
x y y
+- +
® ¥ ® ¥ ® ¥
æ ö æ öæ ö+ = + = × + = × =ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø
. 
Відповідь. 
3
43lim
1
x
x
x e
x
+
® ¥
+æ ö =ç ÷-è ø
. 
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9.5. Деякі способи обчислення границь 
1. Для функцій, неперервних у точці x a= , якщо x a® , 
границі доцільно обчислювати за допомогою підстановки значень 
x a=  у вираз функції. 
Наприклад, 
2 2
2 22
1 2 1 5lim
1 2 1 3x
x
x®
+ +
= =
- -
. 
2. Якщо в точці x a=  знаменник дорівнює нулю, а 
чисельник не дорівнює нулю, то границі функції не існує, якщо 
x a® . Умовно кажучи, вона дорівнює нескінченності. 
Наприклад, 
( )
( )
2
22
2lim
2x
x
x®
+
= ¥
-
. 
3. Якщо в точці x a=  чисельник та знаменник дорівнюють 
нулю, то вважають, що існує невизначеність вигляду 0
0
æ ö
ç ÷
è ø
 та її 
потрібно розкрити. Для цього можна: 
а) чисельник і знаменник розкласти на множники та 
скоротити на ( )x a- . 
Наприклад, ( )( )
( )( )
2
21 1 1
1 23 2 2 1lim lim lim
1 1 1 1 2x x x
x xx x x
x x x x® ® ®
- -- + -
= = = -
- - + +
; 
б) якщо під знаком границі є ірраціональні вирази, то треба 
помножити чисельник і знаменник на вирази, сполучені 
ірраціональному виразу та після цього знайти границю. 
Наприклад, 
( ) ( )
( ) ( )1 1
1 11lim lim
1 1 1x x
x xx
x x x® ®
- +-
= =
- - +
 
( ) ( )1 1
1 1 1lim lim
211 1x x
x
xx x® ®
-
= = =
+- +
; 
в) якщо під знаком границі є тригонометричні функції, треба 
використати першу визначну границю або її наслідки. 
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Наприклад, 
0 0 0
sin 4 sin 44sin 4 4 44 4lim lim limsin5 sin5sin5 5 55
5 5
x x x
x xxx x x
x xx x
x x
® ® ®
×
= = =
×
. 
4. Якщо x ® ¥ , то границя відношення двох многочленів 
дорівнює:  
0
1
00 1
1
0 1
, якщо ,
lim
, якщо ,
0, якщо .
m m
m
n nx
n
a m n
ba x a x a
m nb x b x b
m n
-
-® ¥
ì =ï+ + + ï= í ¥ >+ + + ï
ï <î
K
K
 
5. Щоб розкрити невизначеності вигляду (1¥ ) застосовують 
другу визначну границю або її властивості. 
Наприклад, 
2 1 2 13 2 5lim lim
2 2
x x
x x
x x
x x
+ +
® ¥ ® ¥
- + -æ ö æ ö= =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø
 
( ) 5 22 1 10 52 5 1025lim 1 lim
2
xx xx
x
x x
e e
x
- +æ ö æ ö+ × × - -ç ÷ ç ÷+ -è ø è ø -+
® ¥ ® ¥
æ ö= - == =ç ÷+è ø
. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке числова послідовність? Наведіть приклади 
послідовностей. 
2. Що таке границя послідовності? 
3. Яка послідовність збігається, а яка розбігається? 
4. Назвіть основні теореми щодо границь. 
5. Що таке нескінченно мала послідовність? 
6. Які теореми щодо нескінченно малих ви знаєте? 
7. Чому дорівнює границя суми сталої та нескінченно малої? 
8. Що таке d  – оточення точки? 
9. Прочитайте вираз lim ( )
x a
f x b
®
= . 
10. Дайте визначення границі функції. 
11.  Що означає запис 10lim ( )x a f x b® - = ? 
s 
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 345
12.  Що означає запис ( ) 20limx a f x b® + = ? 
13.  Яку функцію називають неперервною в точці 0x x= ? 
14.  Що таке точка розриву функції? 
15.  Яку функцію називають неперервною на інтервалі? 
16.  Які розриви функції називають такими, що їх можна 
уникнути, а які навпаки? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 20 
I. Знайти границі наступних виразів. 
1) 
2
22
5lim
3x
x
x®
+
-
;  2) 
2
31
2 1lim
1x
x x
x®
- +
-
; 3) 31
1 3lim
1 1x x x®
æ ö-ç ÷- -è ø
; 
4) 
0
sin 3lim
x
x
x®
;  5) 1lim 1
x
x x® ¥
æ ö-ç ÷
è ø
; 6) 
3
21
2
8 1lim
6 5 1x
x
x x®
-
- +
; 
7) 
4
3
5lim
3 1x
x x
x x® ¥
-
- +
; 8) lim
1
x
x
x
x® ¥
æ ö
ç ÷+è ø
; 9) 
3 2
31
2 2lim
7 6x
x x x
x x®
- - +
- +
; 
10) 
2
0
sinlim
x
x
x®
;  11) 
1
1lim
1x
x
x®
-
-
; 12) 27
2 3lim
49x
x
x®
- -
-
; 
13) 20
1 coslim
x
x
x®
- . 
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ПОХІДНІ.  
ДИФЕРЕНЦІАЛИ ФУНКЦІЙ 
 
Лексика розділу 
аргумент argument  论据 
відношення relation  关系 
геометричний geometrical  几何学 
геометричний зміст geometrical sense  几何学意义 
геометричний кут geometrical corner  几何学角度 
головна main  主要的 
головна січна main secant 主要割线 
диференціал differential  差别 
диференціювання differentiation  分化 
дотична tangent 切线(正切) 
екстремум функції extremum of function 极值函数 
кутовий angular  角 
нормаль normal, perpendicular 标准的(垂直) 
обернена opposite  相反 
остаточний residual  剩余 
похідна derivative  衍生物 
похідна зліва left-hand derivative 导数（左） 
похідна справа right-hand derivative 导数（右） 
приріст аргументу increment of argument  增量的说法 
приріст функції increment of functions  增量的职能 
прискорення acceleration  加速度 
розкласти spread out  分解,分散 
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ряд line 数字 
стаціонарні точки stationary points 固定点 
точки екстремуму points of extremum 极值点 
фізичний physical  物理 
функція function  功能, 函数 
нелінійна функція nonlinear function 非线性函数 
неявна функція implicit function 隐函数 
явна функція obvious function 显函数 
швидкість speed  速度 
швидкість змінювання 
функції 
rate of function's 
change 
速度改变的图像 
           
10.1. Поняття похідної 
Нехай ( )y f x=  – це функція, яка є визначеною на відрізку 
[ ];a b , а точка 0x x=  належить цьому інтервалу. Візьмемо будь-
яку точку x  з цього інтервалу, складемо різницю 0x x-  та 
позначимо її xD  (читаємо: "дельта ікс"): 0x x xD = - . Цю різницю 
називають приростом аргументу функції (рис. 10.1). 
 
Рисунок 10.1 
( )y f b=  
( )0y f x x= + D  
( )y f a=  
( )0y f x=  
0
 
x  0x x+ D  0x  b  a 
y  
xD  
( )y f x=  
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Різницю між значенням функції в точці 0x x x= + D  і 
значенням функції в точці 0x x=  називають приростом функції та 
позначають yD  (читаємо: "дельта ігрек"): ( ) ( )0 0y f x x f xD = + D - . 
Знайдемо границю відношення приросту функції до 
приросту аргументу, якщо x  прямує до 0x , а xD  прямує до нуля. 
Це буде нова функція. Позначимо її y¢ (читаємо: "ігрек штрих") 
 ( )
0 0
lim lim
x x x
y yy x
x x® D ®
D D¢ = =
D D
.  
Якщо ця границя існує, то функція ( )y f x=  має похідну в 
заданій точці 0x  або її можна диференціювати у цій точці. 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Похідна функції – це границя відношення приросту функції 
до приросту аргументу, якщо приріст аргументу прямує до нуля: 
( ) ( )
0 0
lim lim
x x
f x x f xyy
x xD ® D ®
+ D -D¢ = =
D D
. 
В літературі використовують різні позначення похідних: 
y¢  або xy  – Лагранж, 
dy
dx
 або df
dx
 – Лейбниць, yD  або fD  – Коші. 
Похідну функції ( )y f x=  в точці 0x  позначають так: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0
0.
dy x df x
y x f x f x
x xdx dx
¢ ¢ ¢º º º º
=
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке приріст аргументу? Що таке приріст функції? 
2. Як прочитати вираз 
0
lim
x
yy
xD ®
D¢ =
D
? 
3. Що таке похідна функції? 
s 
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10.2. Геометричний і фізичний зміст похідної 
Розглянемо графік функції ( )y f x=  у системі Декартових 
координат xOy (рис. 10.2). Візьмемо на графіку точку ( )0 0;M x y  і 
точку ( )0 0;N x x y y+ D + D . Проведемо через ці точки пряму MN. 
Цю пряму називають січною. Рівняння січної має вигляд 
y kx b= + , а її кутовий коефіцієнт дорівнює тангенсу кута нахилу 
січної:  tg .MN
yk
x
b
D
= =
D
 
Якщо 0 ,x x®  то січна MN повертається навколо 0x  і 
переходить у дотичну з кутовим коефіцієнтом 
( )0tg .
yk y x
x
a
D ¢= = =
D
  
 
Рисунок 10.2 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Геометричний зміст похідної полягає в тому, що похідна 
дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної до графіку функції у 
заданій точці (рис. 10.3). 
a  
xD  
yD  
N  
M  
x0x  0x x+ D  
( )0y f x x= + D  
( )0y f x=
0 
y  
b  
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Значення похідної ( )f x¢  в точці х0 дорівнює тангенсу кута 
нахилу дотичної.  
Нормаль – це пряма, що є перпендикулярною до дотичної в 
точці дотику (рис. 10.3). 
 
Рисунок 10.3 
 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Рівняння дотичної до кривої ( )y f x=  в точці ( )0 0;M x y  
запишемо як рівняння прямої, що проходить через визначену 
точку:                    ( ) ( ) ( )0 0 0 0y y k x x y x x x¢- = - º - . 
Рівняння нормалі до кривої ( )y f x=  в точці ( )0 0;M x y  
запишемо як:          
( ) ( )0 00
1y y x x
y x
- = - -
¢
.  
 
Приклад 1. Напишіть рівняння дотичної  до графіку функції 23 6 1y x x= + -  
в точці з абсцисою 0 1x = . 
Розв’язання. 1) Знайдемо значення функції, якщо 0 1x = : 
0 3 1 6 1 1 8y = × + × - = . 
2) Знайдемо першу похідну функції: ( ) ( )23 6 1 6 6y x x x x¢¢ = + - = + . 
( )0 0y f x=  
x  0x  0  
 
 
a  
y  ( )y f x=  
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3) Знайдемо значення похідної, якщо 0 1x = : ( )0 6 1 6 12y x¢ = × + = . 
4) Запишемо рівняння дотичної, яка проходить через задану точку 
( ) ( )0 0; 1; 8M x y Mº  за формулою: ( ) ( )0 0 0y y y x x x¢- = - .  
Маємо: ( )8 12 1 8 12 12 12 4 0y x y x x y- = - Þ - = - Þ - - = . 
Відповідь. Рівняння дотичної: 12 4 0x y- - = . 
Приклад 2. Напишіть рівняння нормалі до графіку функції 2 xy e=  в точці з 
абсцисою 0 0x = . 
Розв’язання. 1) Знайдемо значення функції, якщо 0 0x = : 
2 0 0
0 1y e e
×= = = . 
2) Знайдемо першу похідну функції: ( ) 22 xy x e¢ = × . 
3) Знайдемо значення похідної, якщо 0 0x = : ( )0 2 1 2y x¢ = × = . 
4) Запишемо рівняння нормалі, яка проходить через задану точку 
( ) ( )0 0; 0; 1N x y Nº : ( ) ( )0 00
1y y x x
y x
- = - -
¢
 або  
( )1 11 0 1 2 2 2 2 0
2 2
y x y x y x x y- = - - Þ - = Þ - = Þ - + = . 
Відповідь. Рівняння нормалі: 2 2 0x y- + = . 
Розглянемо проблему, яка стосується вільного падіння тіла і 
знайдемо миттєву швидкість його руху. Із фізики ми знаємо, що 
2
2
gth = , де h – висота падіння; g – прискорення вільного падіння; 
t – час падіння. 
Протягом часу t0 тіло проходить відстань 
2
0
0 2
gth = , а 
протягом часу t1 – відстань 
2
1
1 2
gth = . Приріст аргументу (часу t) 
буде дорівнювати 1 0t t tD = - , отже 1 0t t t= + D .  
Приріст функції ( )h t  буде дорівнювати: 
( )22 2 201 0 0
1 0 2 2 2 2
g t tgt gt gth h h
+ D
D = - = - = - =  
( ) ( ) ( )
2 2 2
0 0 2 2 20
0 0 0 0
2
2 2 .
2 2 2 2
g t t t t gt g g tt t t t t t t
+ D + D D
= - = + D + D - = + D  
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Знайдемо границю відношення приросту функції ( )h t  до 
приросту її аргументу t , якщо Δt прямує до нуля: 
( ) ( )0 0 00 0 0lim lim 2 lim2 2t t t
h g t g th t t t gt gt
t tD ® D ® D ®
D D Dæ ö¢ = = + D = + =ç ÷D D è ø
. 
У лівій частині рівності ми одержали значення похідної 
функції ( )h t , а у правій частині – значення миттєвої швидкості 
тіла у мить часу t0. 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Фізичний зміст похідної. Похідна функції ( )y f x=  в точці 
x  – це миттєва швидкість змінювання функції в точці x , тобто 
швидкість проходження процесу, яку можна виразити 
залежністю ( )y f x= . 
Наприклад, якщо надана функція 2y x= , а її похідна  
( ) 2f x x¢ = , тоді значення похідної в точці 2x =  буде: ( )2 4f ¢ = ,  
а значення похідної в точці 3x =  буде: ( )3 6f ¢ = . Це означає, що в 
точці 2x =  функція змінюється в 4 рази швидше, ніж аргумент x . 
А в точці 3x =  функція змінюється в 6 разів швидше (тобто різна 
швидкість змінювання функції або проходження процесу). У 
цьому і полягає фізичний зміст похідної. 
Операцію знаходження похідної функції ( )y f x=  
називають диференціюванням функції. 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що показує кутовий коефіцієнт k у рівнянні прямої лінії 
y kx b= + ? 
2. Чому дорівнює кутовий коефіцієнт дотичної до кривої в точці 
0x x= ? 
s 
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3. Як знайти кутовий коефіцієнт нормалі до кривої в точці 0x x= ? 
4. У чому полягає геометричний зміст похідної? 
5. У чому полягає фізичний зміст похідної? 
10.3. Похідні основних елементарних функцій. Властивості 
похідної 
Таблиця 10.1 – Похідні основних елементарних функцій 
Похідна 
степеневої 
функції ny x=  
( ) 1n nx n x -¢ = × ,  
( )
1
2 1
2
x x
x
¢æ ö¢ = =ç ÷
è ø
,   
( ) 1x ¢ = , 
2
1 1
x x
¢æ ö = -ç ÷
è ø
. 
Похідна 
показникової 
функції xy a=  
( ) lnx xa a a¢ = × ,  ( )x xe e¢ = . 
Похідна 
логарифмічної 
функції 
logay x=  
( ) 1log
lna
x
x a
¢ =
×
,  ( ) 1ln x
x
¢ = . 
Похідні 
тригономет-
ричних 
функцій 
( )sin cosx x¢ = ,  
( )cos sinx x¢ = - , 
( ) 22
1tg sec
cos
x x
x
¢ = = , 
( ) 22
1ctg cosec
sin
x x
x
¢= - = - . 
Похідні 
обернених 
тригономет-
ричних 
функцій 
( )
2
1arcsin
1
x
x
¢ =
-
, 
( )
2
1arccos
1
x
x
¢ = -
-
, 
( ) 2
1arctg
1
x
x
¢ =
+
, 
( ) 2
1arcctg
1
x
x
¢ = -
+
. 
Розглянемо деякі властивості похідної. 
1. Похідна сталої дорівнює нулю: ( ) 0C ¢ = .  
Якщо y C= , то 0y C CD = - = , а 
0
lim 0
x
yy
xD ®
D¢ = =
D
. 
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Приклад 3. Знайдіть похідну функції 5y = . 
Розв’язання. За формулою ( ) 0y C ¢¢ = =  знайдемо: ( )5 0y ¢¢ = = . 
Відповідь. 0y¢ = . 
2. Сталий множник можна винести за знак похідної:  
 ( )C U C U¢ ¢× = × .  
Якщо ( ) ( ) ,y x C U x= ×  то ( ) ( )y C U x x C U xD = × + D - × =  
( ) ( )C U x x U x C U= × + D - = × Dé ùë û , а 0 0lim lim .x x
y Uy C C U
x xD ® D ®
D D¢ ¢= = × = ×
D D
 
Приклад 4. Знайдіть похідну функції 23 6 3y x x= + + . 
Розв’язання. Перепишемо функцію: ( )2 23 6 3 3 2 1y x x x x= + + = + + . 
Знайдемо похідну: 
( ) ( ) ( ) ( )2 23 2 1 3 2 1 3 2 2 6 1y x x x x x x¢ ¢é ù¢ = + + = + + = + = +ë û . 
Відповідь. ( )6 1y x¢ = + . 
3. Похідна суми функцій дорівнює сумі похідних цих 
функцій:  ( )U V U V¢ ¢ ¢+ = + .  
Якщо ( ) ( ) ( ) ,y x U x V x= +  тоді  
( ) ( ) ( ) ,y x x U x x V x x+ D = + D + + D  а ( ) ( )y y x x y xD = + D - =  
( ) ( ) ( ) ( )U x x V x x U x V x= + D + + D - - =  
( ) ( ) ( ) ( ) ,U x x U x V x x V x U V= + D - + + D - = D + D  
( ) ( ) ( )
0 0
lim lim
x x
y U Vy x U x V x
x xD ® D ®
D D + D¢ ¢ ¢= = = +
D D
. 
Приклад 5. Знайдіть похідну функції 22 5 7y x x= + - . 
Розв’язання. ( ) ( ) ( ) ( )2 22 5 7 2 5 7 4 5 0 4 5y x x x x x x¢ ¢ ¢ ¢¢ = + - = + - = + - = + . 
Відповідь. 4 5y x¢ = + . 
4. Похідна добутку функцій: ( ) ( )U x V x U V UV¢ ¢ ¢× = +é ùë û . 
Якщо ( ) ( ) ( ),y x U x V x= ×  то ( ) ( )y U x x V x x UVD = + D × + D - =  
( ) ( )U U V V UV UV U V V U U V UV= + D × + D - = + D + D + D D - =  
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U V V U U V= D + D + D D , тоді 
0 0
lim lim
x x
y V U U Vy U V x
x x x x xD ® D ®
D D D D Dæ ö¢ = = + + D =ç ÷D D D D Dè ø
 
 0 .U V V U U V U V V U¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + × = +  
Приклад 6. Знайдіть похідну функції 2 lny x x= × . 
Розв’язання. Позначимо 2U x=  і lnV x= .  
Застосуємо формулу похідної добутку функцій: y U V V U¢ ¢ ¢= + , тоді 
( ) ( ) ( )
2
2 2ln ln 2 ln 2 ln 1 2lnxy x x x x x x x x x x x
x
¢ ¢¢ = × + × = + = + = + . 
Відповідь. ( )1 2lny x x¢ = + . 
5. Похідна частки двох функцій:  ( )
( ) 2
U x VU UV
V x V
¢
é ù ¢ ¢-
=ê ú
ë û
. 
Якщо ( )
( )
U x
y
V x
= , то 2
U U U UV V U UV U Vy
V V V V V V
+D + D - - D
D = - =
+D + D
, 
тоді: 2 20 0 2
lim lim
0x x
U VV Uy VU UV VU UVx xy Vx V VV VV V x
x
D ® D ®
D D
- ¢ ¢ ¢ ¢D - -D D¢ = = = =
D ¢D + ×+ D
D
. 
Приклад 7. Знайдіть похідну функції 
21 2
sin
xy
x
+
= . 
Розв’язання. Позначимо 21 2U x= +  і sinV x= .  
Застосуємо формулу похідної частки двох функцій: 2
V U U Vy
V
¢ ¢-¢ = , 
тоді: ( ) ( ) ( )
2 2
2
sin 1 2 sin 1 2
sin
x x x x
y
x
¢ ¢× + - × +¢ = =   
( ) ( )( )22
2 2
sin 4 1 2 ctg4 sin 1 2 cos
sin sin
x x x xx x x x
x x
- + ×× - + ×
= = =  
( )( ) ( )2 21 4 1 2 ctg cosec 4 ctg 2 ctgsin x x x x x x x xx= - + × = × - - . 
Відповідь. ( )24 ctg 2 ctg cosecy x x x x x¢ = - - × . 
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6. Похідна складеної функції: x U xy y U¢ ¢ ¢= × .  
Якщо ( )y f U x= é ùë û , де ( ) ( )U x xj= , то у – це складена 
функція. 
Якщо аргумент х буде мати приріст ∆х, то у U(х) буде 
приріст ΔU, а функція у, буде мати приріст Δу. При цьому частка 
Δу на ∆х буде мати вигляд: y y U
x U x
D D D
= ×
D D D
. Знайдемо границю цієї 
частки: 
0 0 0
lim lim lim U xx x x
y y U y U
x U xD ® D ® D ®
D D D ¢ ¢= × = ×
D D D
, якщо Δх → 0, 
ΔU → 0. 
Приклад 8. Знайдіть похідну функції sin3y x= . 
Розв’язання. Позначимо 3U x= . Застосуємо формулу похідної складеної 
функції: ( ) ( )sin 3 3 3 cos3x U x U xy y U x x x¢ ¢¢ ¢ ¢= × = × = × . 
Відповідь. 3 cos3xy x¢ = × . 
Приклад 9. Знайдіть похідну функції 
2 1x xy e + -= . 
Розв’язання. Позначимо 2 1U x x= + - . Застосуємо формулу похідної 
складеної функції: ( ) ( ) ( )2 21 2 11 2 1x x x xx U x xUy y U e x x e x+ - + -
¢ ¢¢ ¢ ¢= × = × + - = × +  
Відповідь. ( ) 2 12 1 x xxy x e + -¢ = + × . 
7. Похідна оберненої функції: 1x
y
y
x
¢ =
¢
.  
Нехай рівність ( )y y x=  визначає обернену залежність 
( )x x y= , похідна якої дорівнює yx¢ . Тоді легко знайти і похідну 
від заданої функції.  
Дійсно: 1y xx
y
D
=
DD
D
, якщо ∆х → 0 і ∆у → 0, тоді 
0
0
1 1lim
lim
x
у
y
y
xx х
y
D ®
D ®
D
= =
D ¢D
D
. 
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Приклад 10. Знайдіть похідну 3y x= . 
Розв’язання. Запишемо обернену функцію 3x y= . Знайдемо її похідну за y : 
32 23 3yx y x¢ = = . Порівняємо цей вираз із похідною від y  за x : 
3 2
1 1
3 у
y
хx
¢ = =
¢
. 
Відповідь. 
3 2
1
3
y
x
¢ = . 
8. Похідна неявної функції 
Якщо задано неявну функцію F (х, у) = 0, то для обчислення 
похідної xy¢  треба порівняти похідні від лівої і правої частин, 
враховуючи, що y  є функцією від x . 
Приклад 11. Знайти похідну функції y , яка задана відношенням: 
2 2
2 2 1
x y
a b
+ = . 
Розв’язання. ( )
22
2 2 1 x
x x
yx
a b
¢¢ æ öæ ö ¢+ =ç ÷ ç ÷è ø è ø
,   2 2
22 0xy yx
a b
¢×
+ = , 
тоді 2 22 2 0b x a yy¢+ =  або 
2 2
2 2
2
2
b x b xy
a y a y
¢ = - = - . 
Відповідь. 
2
2
b xy
a y
¢ = - . 
9. Логарифмічне диференціювання 
Іноді, перед тим, як знаходити похідну, доцільно 
прологарифмувати вихідний вираз. 
Приклад 12. Знайти похідну функції xy x= . 
Розв’язання. Прологарифмуємо обидві частини рівності ln lny x x= . 
Продиференціюємо обидві частини рівності: 
1ln 1 lny x x x
y x
¢
= + = + , отже ( ) ( )1 ln 1 lnxy y x x x¢ = + = + . 
Відповідь. ( )1 lnxy x x¢ = + . 
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Приклад 13. Знайти похідну функції xy x= . 
Розв’язання. 1ln lny x
x
= ; ( ) lnln xy
x
¢¢ æ ö= ç ÷
è ø
; 
( )2 2
1 1 1 1ln 1 lny x x
y x x x x
¢
= - + = - ; ( )2 2
1 1 ln1 ln x xy y x x
x x
-¢ = × - =  
Відповідь. 2
1 lnx xy x
x
-¢ = . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Напишіть формулу похідної степеневої функції.  
2. Чому дорівнює похідна функції logay x= ? 
3. Напишіть формули похідних тригонометричних функцій. 
4. Чому дорівнює похідна показникової функції xy a= ? 
5. Напишіть формули похідних обернених тригонометричних 
функцій. 
6. Напишіть формулу похідної функції ny x= . 
7. Напишіть формулу похідної суми функцій. 
8. Як прочитати формулу ( )UV U V V U¢ ¢ ¢= + ? 
9. Яка функція є складеною? 
10. Як прочитати формулу ( ) U xy U x y U¢ ¢ ¢= ×é ùë û ? 
11. Як знайти похідну неявної функції? 
12. Як називають функцію xy x= ? 
10.4. Похідні вищих порядків 
Нехай функція ( )y f x=  має похідну ( ) ( )y x f x¢ ¢= , яка 
також є функцією від x . Тоді цю похідну називають похідною 
першого порядку або першою похідною. 
Але від першої похідної також можна взяти похідну, яку 
будуть називати похідною другого порядку або другою похідною: 
( ) ( )y y f x¢¢¢ ¢ ¢¢= = . 
s 
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Аналогічно можна знайти похідні третього, четвертого, … 
n-го порядку. Похідні вищих порядків позначають так: 
dyy
dx
¢ =  – похідна першого порядку ("де ігрек за де ікс"); 
2
2
d yy
dx
¢¢ =  – похідна другого порядку ("де два ігрек за де ікс двічі"); 
( )
n
n
n
d yy
dx
=  – похідна n-го порядку ("де ен ігрек за де ікс ен"). 
Приклад 14. Знайти п’яту похідну функції 7y x= . 
Розв’язання. 6 5 47 , 6 7 , 5 6 7y x y x y x¢ ¢¢ ¢¢¢= = × × = × × ×  
3 2 24 5 6 7 , 3 4 5 6 7 2520 .IV Vy x y x x= × × × × = × × × × × =  
Відповідь. 22520Vy x= . 
Якщо y U V W= + + +K , то її «енна» похідна дорівнює сумі 
«енних» похідних функцій U, V … W:  
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )nn n n ny U V W U V W= + + + = + + +K K .  
Формула для похідної добутку y U V= ×  може бути записана 
у вигляді формули Лейбниця: 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2
nn n n n nn ny U V U V U V U V U V- -æ ö ¢ ¢¢= × = × + × × + × × + + ×ç ÷
è ø
K .  
Використовуючи похідні вищих порядків, запишемо 
функцію, яка диференціюється, у вигляді многочлена n–го 
степеня за допомогою теореми Тейлора. 
Теорема Тейлора. Функція, яка диференціюється n+1 разів 
на деякому інтервалі, що містить точку x a= , може бути наданою 
у вигляді многочлена n–го степеня та остаточного члена ( )nR x  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2
1! 2! !
n
n
n
f a f a f a
f x f a x a x a x a R
n
¢ ¢¢
= + - + - + + - +K , 
де ( )
( ) ( )
1
1
1 !
n
n
n
f c
R x a
n
+
+= -
+
 є остаточний член розкладання. 
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Можна показати, що остаточний член має більш високий 
( )1n +  порядок малості порівняно з ( )x a-  і функцію, яка 
задається однією формулою на всіх проміжках зміни аргументу, 
можна розкласти у ряд Тейлора. 
Числовим рядом називають нескінчений вираз вигляду: 
1 2 3
1
n k
k
a a a a a
¥
=
+ + + + = åK K , 
де 1 2 3, ,a a a K називають членами ряду. 
Функції, що задані на одному й тому ж самому інтервалі 
a x b£ £ , називають функціональними рядами. 
Розкладемо функцію ( )f x  за степенями ( )x a- , 
використовуючи формулу Тейлора: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1! 2!
f a f a
f x f a x a x a
¢ ¢¢
= + - + - +  
( ) ( )
( ) ( ) ( )3 .
3! !
n
nf a f ax a x a
n
¢¢¢
+ - + + - +K K   
Якщо у попередній формулі враховувати а = 0, то маємо: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 30 0 0 00
1! 2! 3! !
n
nf f f ff x f x x x x
n
¢ ¢¢ ¢¢¢
= + + + + + +K K  . 
Приклад 15. Розкласти у ряд за степенями x  функцію xy e= . 
Розв’язання. Знайдемо похідні цієї функції: xy e¢= , xy e¢¢= , xy e¢¢¢= , ..., ( )n xy e= . 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1ny y y y¢ ¢¢ ¢¢¢= = = = =K .  
2 31 1 1 11
1! 2! 3! !
x ne x x x x
n
= + + + + + +K K . 
За цією формулою можна приблизно обчислити число e  з будь-яким 
степенем точності. 
1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
e = + × + × + × + × + × +
× × × × × × × × × ×
K  . 
Відповідь. Якщо 3, 1 1 0,5 0,16667 2,66667n e= = + + + = . 
Якщо 4, 1 1 0,5 0,1667 0,04166 2,70833n e= = + + + + = . 
Якщо 5, 1 1 0,5 0,1667 0,04166 0,00833 2,71666n e= = + + + + + = . 
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Приклад 16. Розкласти у ряд за степенями x  функцію siny x= . 
Розв’язання. Знайдемо ( )0 sin 0 0y = ° = . 
Знайдемо перші сім похідних функції, якщо 0x = : 
( ) cosy x x¢ =  ®  ( )0 1y¢ = ; ( ) siny x x¢¢ = -  ®  ( )0 0y¢¢ = ; 
( ) cosy x x¢¢¢ = -  ®  ( )0 1y¢¢¢ = - ; ( ) sinIVy x x=  ®  ( )0 0IVy = ; 
( ) cosVy x x=  ®  ( )0 1Vy = ; ( ) sinVIy x x= -  ®  ( )0 0VIy = ; 
( ) cosVIIy x x= -  ®  ( )0 1VIIy = - . 
Запишемо перші вісім членів розкладання функції siny x= : 
2 3 4 5 6 71 0 1 0 1 0 1sin 0
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7!
x x x x x x x x= + + - + + + - +K  Þ  
Þ K+-+-=
!7!5!3
sin
753 xxxxx  . 
Відповідь. 
3 5 7
sin
3! 5! 7!
x x xx x= - + - +K . 
Приклад 17. Розкласти у ряд за степенями x  функцію cosy x= . 
Розв’язання. Знайдемо ( )0 cos0 1y = ° = . 
Знайдемо перші сім похідних та їх значення, якщо 0x = : 
( ) siny x x¢ = -  ®  ( )0 0y¢ = ; ( ) cosy x x¢¢ = -  ®  ( )0 1y¢¢ = - ; 
( ) siny x x¢¢¢ =  ®  ( )0 0y¢¢¢ = ; ( ) cosIVy x x=  ®  ( )0 1IVy = ; 
( ) sinVy x x= -  ®  ( )0 0Vy = ; ( ) cosVIy x x= - ®  ( )0 1VIy = - ; 
( ) sinVIIy x x=  ®  ( )0 0VIIy = . 
Запишемо перші вісім членів ряду розкладання: 
2 4 6
2 4 61 1 1cos 1 1
1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 2! 4! 6!
x x xx x x x= - + - + = - + - +
× × × × × × × × ×
K K . 
Відповідь. 
2 4 6
cos 1
2! 4! 6!
x x xx = - + - +K . 
Аналогічно можна розкласти й інші елементарні функції. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке похідна другого порядку? 
2.  Як знайти похідну третього порядку? 
s 
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3.  Напишіть формулу n-ої похідної суми функцій 
y U V W= + + +K . 
4.  Напишіть формулу n-ої похідної добутку функцій y UV= . 
5.  Як розкласти функцію ( )y f x=  у ряд за степенями ( )x a- ? 
6.  Напишіть формули розкладання функцій xy e= , siny x=  і 
cosy x=  за степенями x . 
7.  Сформулюйте теорему Тейлора. 
8.  Що таке числовий ряд? 
9.  Що таке функціональний ряд? 
10.5. Диференціал функції 
Розглянемо графік функції ( )y f x=  (рис. 10.4). 
 
Рисунок 10.4 
У точці М (х0,у0) значення функції буде дорівнювати 
( ) ( )0 0y x f x= . Надамо аргументу функції приріст xD  (відрізок 
МК). Значення функції в точці 0x x+ D  буде дорівнювати 
( )0f x x+ D , а її приріст ( ) ( )0 0y f x x f xD = + D - . На рисунку – це 
буде відрізок NK. Знайдемо значення похідної функції в точці М. 
Значення похідної дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної до 
графіку функції у заданій точці tgy a¢ = . Ця дотична відсікає на 
відрізку NK відрізок KL, який є частиною приросту функції yD . 
K
 
L  
x0x  0x x+ D  0  
( )0y f x x= + D  
( )0y f x=
N  
M  
b  yD  
dy  
xD  
y  
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Цю частину приросту функції позначають dy  і називають 
диференціалом функції. Тоді tg dyy
x
a¢ = =
D
, звідки одержимо: 
dy y x¢= × D . 
Для лінійної функції y x=  маємо dy dx x= = D . 
Диференціал аргументу дорівнює його приросту. Але тоді 
( )dy f x dx¢=  одержимо позначення похідної: dyy
dx
¢ = . 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Головну частину приросту функції, яка є лінійною відносно 
xD , називають диференціалом функції: ( )dy f x dx¢= × . 
Якщо у формулі приросту функції ( ) ( )0 0y f x x f xD = + D -  
замінити Δy на значення диференціала у цій точці, одержимо 
наближену рівність ( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x x f x¢ × D = + D - , звідки 
маємо:  ( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x x¢+ D = + D .  
Ця формула дозволяє приблизно обчислити значення 
функції, якщо у аргументу буде невеликий приріст. 
Приклад 18. Знайти наближене значення функції 2y x=  в точці 1 1,1x = , 
якщо приріст функції замінити його диференціалом. 
Розв’язання. Знайдемо первинне значення функції в точці 1x = . Тоді 
( )1 1y = , а 1,1 1 0,1xD = - = , ( )
1
1 2 2
x
y x
=
¢ = = . 
Знайдемо наближене значення функції в точці 1,1x =  за формулою 
( ) ( ) ( )1 1 1y x x y x y x x¢+ D = + D . Одержимо: ( )1,1 1 2 0,1 1,2y = + × = . Якщо 
ми обчислимо точне значення функції, за 1,1x = , тоді одержимо 
( ) 21,1 1,1 1,21y = = . Похибка складає 0,01. 
Відповідь. ( )1,1 1,2y @ . 
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Приклад 19. Обчисліть наближено 4 17y = . 
Розв’язання. Запишемо завдання у вигляді функції 4y x= . Нехай первинне 
значення змінної буде 0 16x = , тоді 1 0 17 16 1x x xD = - = - = , а 
( ) 40 16 2y x = = . Тоді значення похідної функції 4y x=  буде 
дорівнювати:  ( )
1 3
4 41
4
y x x x
-
¢æ ö
¢ = = ×ç ÷
è ø
. 
Якщо 0 16x = , знайдемо значення похідної: ( )0 3 4 34
0
1 1 1
324 4 16
y x
x
¢ = = = . 
Якщо 17x = , тоді значення функції буде дорівнювати: 
( ) ( ) ( )0 0
1 117 2 1 2 2,031
32 32
y y x y x x¢= + × D = + × = = . 
Значення функції з точністю до 10 7-  (за допомогою калькулятору): 
y = =17 2 03054314 , . Похибка результату складає: d = 0,0004569. 
Відповідь. 4 17 2,031y = » . 
Приклад 20. Знайти sin 29o . 
Розв’язання. Для функції siny x= , якщо 0 30x =
o  маємо: 0
1
2
y = , 
1 0 29 30 1 180
x x x pD = - = - =- =-o o o o ; ( )sin cos ,y x x¢¢= =  ( )0
3cos30
2
y x¢ = =o , 
1 3sin 29 0,5 0,0151071 0,4848
2 180 2
y p= = - × » - »o . 
Відповідь. sin 29 0,4848»o . 
Диференціал другого порядку 2d y  – це диференціал від 
диференціала першого порядку. Якщо виконується повторне 
диференціювання функції ( )y f x= , то у диференціалі першого 
порядку ( )dy f x dx¢=  вважаємо dx  незалежним від x  і 
диференціал другого порядку запишемо так: 
 ( ) ( )2 2d y f x dx dx f x dx¢¢ ¢¢= =é ùë û , 
Аналогічно можна записати диференціал n-го порядку у 
вигляді ( )n n nd y f x dx= . 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Яку частину приросту функції називають диференціалом? 
2. Чому дорівнює диференціал аргументу? 
3. Як пов’язані диференціал і похідна функції? 
4.  Як записати диференціал n -го порядку? 
5.  Прочитайте формулу dy y dx¢= . 
10.6. Правило Лопіталя 
Якщо потрібно обчислити границі (ліміти), які уявляють 
собою відношення двох нескінченно малих або двох нескінченно 
великих величин, то виникають невизначеності виду 0
0
 і ¥
¥
. 
Французький математик Г. Лопіталь запропонував просте 
правило для обчислення таких границь. Це правило було 
остаточно сформульовано І. Бернуллі. 
Якщо необхідно обчислити границю ( )
( )0
lim
t t
t
t
j
y®
, а ( )0 0tj =  і 
( )0 0ty = , то маємо невизначеність виду 
0
0
.  
У цьому випадку границя відношення функцій дорівнює 
границі відношення їх похідних:         ( )
( )
( )
( )0 0
lim lim
t t t t
t t
t t
j j
y y® ®
¢
=
¢
. 
Якщо відношення похідних також буде невизначеністю 
вигляду 0
0
, тоді правило можна застосовувати знову. 
Приклад 21. Знайти границю 
2
1
1 lnlim xx
x x
e e®
- +
-
. 
Розв’язання. Чисельник і знаменник виразу прямують до нуля, якщо 1x ® , 
тому маємо невизначеність виду 0
0
.  
s 
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Застосуємо правило Лопіталя та одержимо:  
2
1 1
121 ln 3lim limx xx x
xx x x
e e e e® ®
+- +
= =
-
. 
Відповідь. 
2
1
1 ln 3lim xx
x x
e e e®
- +
=
-
. 
Приклад 22. Знайти границю 
( )0
lim
ln 1
x x
x
e e
x
-
®
-
+
. 
Розв’язання. 
( )0 0
0lim lim 21ln 1 0
1
x x x x
x x
e e e e
x
x
- -
® ®
- +
= = =
+
+
. 
Відповідь. 
( )0
lim 2
ln 1
x x
x
e e
x
-
®
-
=
+
. 
Правило Лопіталя використовуємо також і для обчислення 
невизначеності вигляду ¥
¥
. 
Приклад 23. Знайти границю 
4
4 2
5lim
3 1x
x x
x x®¥
-
- +
. 
Розв’язання. 
4 3 2
4 2 3 2
5 4 5 12 24lim lim lim lim 1
3 1 4 6 12 6 24x x x x
x x x x x
x x x x x x®¥ ®¥ ®¥ ®¥
- ¥ -
= = = = =
- + ¥ - -
. 
Відповідь. 
4
4 2
5lim 1
3 1x
x x
x x®¥
-
=
- +
. 
Приклад 24. Знайти границю 
2
2
2 lnlim
x
x x
x®¥
- . 
Розв’язання. 
2 2
2 2
142 ln 4 1 8lim lim lim lim 2
2 2 4x x x x
xx x x xx
x x x x®¥ ®¥ ®¥ ®¥
-- -
= = = = . 
Розв’язання можна здійснити іншим способом:  
2
2 2 2 2
2 ln ln ln 1lim lim 2 2 lim 2 lim 2
x x x x
x x x x
x x x x x®¥ ®¥ ®¥ ®¥
- é ù= - = - = - =ê ú ×ë û
. 
Відповідь. 
2
2
2 lnlim 2
x
x x
x®¥
-
= . 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Що таке невизначеність вигляду 0
0
 і ¥
¥
? 
2. Напишіть правило Лопіталя. 
3. Прочитайте формулу ( )
( )
( )
( )0 0
lim lim
t t t t
t t
t t
j j
y y® ®
¢
=
¢
. 
 
 
Завдання для самостійної роботи №21 
I. Знайдіть похідні функцій. 
1) 35y x= ; 2) 8y x= ;  3) 4 36 2y x x= + ; 
4) 5 lny x x= × ;  5) 23 siny x x= × ;  6) 2 2xy x= × ; 
7) cos3y x= ; 8) arcsiny x= ; 9) ( )2arcctg 5 2y x= + ;  
10) ( )22log 5 3y x= + ; 11) ( )73 5y x= + ;  12) 2 2x xy a e-= - ; 
13) 
2 2
2 2 1
x y
a b
- = ; 14) 32 xy x= ;  15) 
2
2
xxy æ ö= ç ÷
è ø
; 
16) xy x= ;  17) y xx y= . 
II. Обчисліть значення похідних даних функцій у заданій точці. 
1) 2 3 2y x x= - + , якщо 2x = ;   
2) 
2
2 1
xy
x
=
+
, якщо 1x = ; 
3) 2 2 4 10 4 0x y x y+ - - + = , якщо 2x = ; 
4) 33
2 1y x
xx
= + - , якщо 1x = . 
III. Знайдіть кутовий коефіцієнт дотичної до кривої 
22 5 3y x x= - +  у точці з абсцисою 1x = - . 
IV. Знайдіть кут нахилу дотичної до кривої 25 9 3y x x= - -  в 
точці 1x =  та до осі Ox . 
s 
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V. Напишіть рівняння дотичної до кривої 22 5 3y x x= - +  в 
точці з абсцисою 1x = - . 
VI. Напишіть рівняння нормалі до кривої 25 9 3y x x= - -  в 
точці з абсцисою 2x = . 
VII. Знайдіть диференціали функцій. 
1) ( )32 3y x= + ;  2) sin5y x= ;  3) 3y x= ; 4) 2 2xy x= + . 
VIII. Обчисліть наближені значення. 
1) sin 31o ; 2) 15 . 
IX. Знайдіть похідні вищих порядків. 
1) другу похідну функції 3 22 3 5 1y x x x= - + - ; 
2) третю похідну функції 25 siny x x= ; 
3) шосту похідну функції 56y x= . 
X. Застосовуючи правило Лопіталя, знайти границі виразів. 
1) 
3
3 23
27lim
5 2 12x
x
x x x®
-
- + +
;  2) 21
2 1lim
1 1x x x®
æ ö-ç ÷- -è ø
; 
3) 
3
0
1lim
sin
x
x
e
x®
- ;    4) 
3
2lim 1x
x x
x® ¥
æ ö
-ç ÷+è ø
; 
5) 
0
sin 3lim
sin5x
x
x®
;    6) 
0
1 coslim
tgx
x
x®
- ;  
7) 
3
20
3 1lim
sin 5
x
x
e x
x®
- - ;   8) 
( )0
lim
ln 1
x x
x
e e
x
-
®
-
+
. 
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ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ  
ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ 
 
Лексика розділу 
графік функції  graph of function 函数图像 
графік функції 
угнутий 
graph of concave 
function  
函数图象（凹） 
графік функції 
опуклий 
graph of convex 
function 
函数图象（凸） 
диференціювання differentiation  分化 
дотична tangent 切线(正切) 
екстремум функції extremum of function 极值函数 
критична точка critical point 临界点 
метод дотичних tangent method 正切方法 
похідна derivative  导数 
точки екстремуму points of extremum 极值点 
функція function  功能, 函数 
зростаюча функція increasing function  上升函数 
монотонна функція monotonous function  单调函数 
неперервна функція continuous function 连续函数 
стала функція constant function 常数的函数 
спадна функція decreasing function  下降函数 
           
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11.1. Інтервали монотонності  
Функція ( )y f x=  називається диференційованою на 
відрізку [ ];a b , якщо її можна диференціювати в кожній точці 
відрізку. У цьому випадку похідна також є функцією від x : 
 ( ) ( )y f x xj¢ ¢= = .  
У точці розриву функція не має похідної. Якщо функцію 
( )y f x=  можна диференціювати в точці 0x x= , то вона у цій 
точці є неперервною. 
Якщо функція ( )y f x=  в точці 0x x=  не має похідної, це 
означає, що в цій точці на графіку функції не існує дотичної або 
ця дотична створює з віссю Oх кут у 90°. 
Якщо для заданої точки 0x x=  похідна не існує, тобто не 
існує границя, але існують границі зліва і справа, тоді ці границі 
називають похідною зліва ( )0 0f x¢ -  і похідною справа 
( )0 0f x¢ + . 
Нехай функція ( )y f x=  є неперервною на інтервалі ] [;a b  і 
має похідну на цьому інтервалі. Похідна такої функції в точці 
0x x=  з цього інтервалу буде дорівнювати тангенсу кута нахилу 
дотичної до осі Ох. 
Для того, щоб ця функція на інтервалі ] [;a b  була сталою 
( )y f x C= = , необхідно і достатньо виконати умову рівності 
нулю похідної ( ) 0y x¢ º  у всіх точках цього інтервалу. 
Графіком сталої функції є пряма, паралельна до осі абсцис 
(рис. 11.1). Якщо кут нахилу дотичної до кожної точки даного 
графіку дорівнює нулю, це означає, що і tg 0a = , і похідна 
функції в кожній точці графіку дорівнюють нулю. 
Застосування похідної для дослідження функцій 
 371
 
Рисунок 11.1 
Для того, щоб функція ( )y f x=  зростала на інтервалі 
] [;a b , необхідно, щоб її перша похідна була б додатною 
( )( )0y x¢ >  у кожній точці інтервалу. 
   
Рисунок 11.2 
Як ми бачимо з рисунку, якщо функція ( )y f x=  зростає на 
інтервалі ] [;a b , то кут нахилу дотичної буде змінюватися від 0˚ 
до 90˚ (рис. 11.2). 
Якщо кут нахилу знаходиться в інтервалі 0 90a< <o o , то 
tg ya ¢=  буде завжди більше нуля. 
0 b  a
1a  
2a  
3a  
x
y  
1 2 3a a a> >  б) 
0 b  
3a  1a  2a  
x  
y  
a  
3 2 1a a a> >  а) 
y  
0  a  b  
c  
x  
y c=  
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Для того, щоб функція спадала на інтервалі ] [;a b , 
необхідно і достатньо, щоб її перша похідна на цьому інтервалі 
була б від’ємною ( ( ) 0y x¢ < ). 
Аналізуючи рисунки 11.3 а та 11.3 б можна побачити, що кут 
нахилу дотичної змінюється в інтервалі 90 180a< <o o . Якщо кут 
a змінюється від 90˚ до 180˚, тоді tg ya ¢=  буде завжди 
від’ємним. 
   
Рисунок 11.3 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Умови монотонності функції 
Диференційована на всій області визначення функція 
зростає на кожному інтервалі, на якому її похідна є додатною і 
спадає на кожному інтервалі, на якому її похідна є від’ємною. 
Функція зростає, якщо швидкість її зміни є додатною, і 
функція спадає, якщо швидкість її зміни є від’ємною. 
Якщо похідна змінюється від додатних значень до від’ємних 
або від від’ємних до додатних на інтервалі ] [;a b , то вона має 
пройти через нульове значення. 
a  
3a  
2a  
1a  
1 2 3a a a> >  
0  x  
y  
б) 
b  a  
3a  2a  1a  
1 2 3a a a> >  
0  x  
y  
а) 
b  
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Точки, в яких значення похідної дорівнюють нулю, 
називають стаціонарними  точками. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Щоб знайти інтервали монотонності функції ( )y f x=  
(інтервали зростання або спадання), необхідно: 
1) знайти точки, в яких функція перетворюється на нуль, ( ) 0y x = ; 
2) знайти першу похідну функції ( )y f x¢ ¢= ; 
3) знайти стаціонарні точки з умови, що 0y¢ = ; 
4) нанести ці точки на вісь Ох і перевірити знак похідної на 
кожному інтервалі між сусідніми стаціонарними точками. 
Приклад 1. Знайти інтервали зростання та спадання функції 2 2 3y x x= + - . 
Розв’язання. 1. Знайдемо точки, в яких функція перетворюється на нуль, 
тобто ( ) 0y x = , тоді 2 2 3 0x x+ - = Þ 1 1x = ; 2 3x = - . 
2. Знайдемо першу похідну функції 2 2 3y x x= + - , одержимо 2 2y x¢ = + . 
3. Знайдемо стаціонарні точки за умовою ( ) 0y x¢ = , тоді 2 2 0x + = , звідки 
1x = - . 
4. Нанесемо одержані точки на вісь Ох і перевіримо знак похідної на 
кожному з одержаних інтервалів (рис.11.4). 
 
Рисунок 11.4 
Візьмемо точку 4x = - , яка належить інтервалу ] [; 3- ¥ -  та визначимо 
значення похідної в цій точці: ( ) ( )4 2 4 2 6 0y¢ - = × - + = - < , отже, функція 
спадає на цьому інтервалі. 
Візьмемо точку 2x = -  з інтервалу ] [3; 1- - , тоді ( ) ( )2 2 2 2 2y¢ - = × - + = - , 
тобто ( )2 0y¢ - <  отже, функція спадає на цьому інтервалі. 
Візьмемо точку 0x =  з інтервалу ] [1;1- , тоді ( )0 2 0 2 2 0y¢ = × + = > , 
отже, функція зростає на цьому інтервалі.  
– – 
0  -¥  +¥  x  1 1-  3-  
+ + 
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Візьмемо точку 2x =  з інтервалу ] [1;+¥ , тоді ( )2 2 2 2 6 0y¢ = × + = > , 
отже, функція зростає на цьому інтервалі.  
Для зручності аналізу поведінки функції складемо таблицю 11.1, де 
запишемо всі одержані дані. 
Таблиця 11.1 – Дослідження функції 2 2 3y x x= + -  та її похідної 
x  ] [; 3- ¥ -  3-  ] [3; 1- -  1-  ] [1;1-  1 ] [1;+¥  
( )y x¢  0<  0<  0<  0  0>  0>  0>  
( )y x  ]  0  ]  4-  Z  0  Z  
Висновок Функція спадає ]   Функція зростає Z  
З таблиці 11.1 бачимо, що функція 2 2 3y x x= + -  спадає на інтервалі 
] [; 1- ¥ -  і зростає на інтервалі ] [1;- +¥ . 
У стаціонарній точці 1x = -  похідна дорівнює ( )1 0y¢ - = .  
Відповідь. Функція спадає на інтервалі ] [; 1- ¥ -  і зростає на інтервалі 
] [1;- +¥ . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Який зміст мають терміни: похідна зліва, похідна справа? 
2. Назвіть умови, за якими функція буде сталою на інтервалі. 
3. За яких значень похідної функція буде зростати на інтервалі? 
4. За яких значень похідної функція буде спадати на інтервалі? 
5. Які точки графіка функції називають стаціонарними точками? 
6. Як знайти інтервали монотонності функції? 
11.2. Точки екстремуму 
Якщо за будь-яких значень 0x x=  значення ( )0f x  більше 
(менше) від усіх "сусідніх" значень функції, то точку 0x x=  
називають точкою максимуму (мінімуму), а значення функції в 
цій точці називають максимальним (мінімальним) значенням 
функції. Точки максимуму і мінімуму називають точками 
екстремуму. 
s 
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Значення функції в точках максимуму і мінімуму називають 
екстремумами функції (максимум і мінімум функції). 
Необхідна умова екстремуму. В точках екстремуму 
похідна функції ( )f x  або дорівнює нулю, або не існує, тобто, 
якщо 0x  – це точка екстремуму, тоді ( )0 0f x¢ =  або ( )0f x¢  – не 
існує. (Але не в кожній точці 0x  буде екстремум, якщо ( )0 0f x¢ =  
або ( )0f x¢  – не існує!) 
Достатня умова екстремуму. Якщо функція ( )f x  
неперервна в точці 0x , та похідна ( )f x¢  змінює знак у процесі 
переходу через точку 0x , тоді точка 0x  – це точка екстремуму 
функції ( )f x .  
Якщо в процесі переходу через точку x a=  перша похідна 
функції ( )y f x¢ ¢=  змінює знак з "+" на "–", тоді x a=  – це точка 
максимуму. 
Якщо в процесі переходу через точку x b=  перша похідна 
функції ( )y f x¢ ¢=  змінює знак з "–" на "+", тоді x b=  –це точка 
мінімуму. 
Точки екстремуму – це стаціонарні точки. Але не завжди 
стаціонарні точки є точками екстремуму. 
Наприклад, у вищерозглянутому прикладі 1 точка 1x = -  є 
точкою екстремуму функції 2 2 3y x x= + -  (точкою мінімуму), 
тому що в процесі переходу через цю точку похідна змінює знак з 
"–" на "+". 
Внутрішні точки області визначення функції, в яких похідна 
функції дорівнює нулю або не існує, називають критичними 
точками.  
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Для дослідження функції на екстремум необхідно: 
1) знайти область визначення функції; 
2) знайти першу похідну функції; 
3) знайти критичні точки функції; 
4) знайти інтервали зростання і спадання функції; 
5) перевірити зміну знаку похідної в процесі переходу через 
критичні точки; 
6) обчислити значення функцій в точках екстремуму. 
Приклад 2. Зробіть дослідження на екстремум функції 3 22 3 1y x x= - + . 
Розв’язання. Областю визначення функції є числова вісь. Точок розриву 
функції не має. 
1. Знайдемо точки перетину функції з віссю Ох. Якщо 0y = , то 
3 22 3 1 0x x- + = Þ ( )( )21 2 1 0x x x- - - = Þ 1 1x = , 2 1x = , 3 12x = - . 
2. Знайдемо першу похідну функції: ( ) ( )26 6 6 1y x x x x x¢ = - = - . 
3. Дорівняємо похідну до нуля: ( ) 0y x¢ = . Одержимо: ( )6 1 0x x - = Þ  
4 0x = , 5 1x = . Одержані точки будуть критичними точками. 
4. Для визначення інтервалів зростання та спадання функції складемо 
таблицю і знайдемо знак похідної на кожному з інтервалів ] [; 0 ,-¥  
] [0;1 ,  ] [1;+¥  і в критичних точках. 
а) Визначимо знак похідної в точці 1
4
x = -  з інтервалу ] [; 0-¥ : 
1 1 1 1 5 156 1 6 0
4 4 4 4 4 8
y æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö¢ - = × - × - - = × - × - = >ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø è ø
. 
б) Визначимо знак похідної в точці 1
2
x =  з інтервалу ] [0;1 : 
1 1 1 36 1 0
2 2 2 2
y æ ö æ ö¢ = × × - = - <ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
в) Визначимо знак похідної в точці 2x =  з інтервалу ] [1; ¥ : 
( ) ( )2 6 2 2 1 12 0y¢ = × × - = > . 
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Усі одержані результати занесемо в таблицю 11.2. 
Таблиця 11.2 – Дослідження функції 3 22 3 1y x x= - +  та її похідної 
x  ] [; 0-¥  0  ] [0;1  1 ] [1;+¥  
( )y x¢  0>  0  0<  0  0>  
( )y x  Z  1 ]  0  Z  
Висновок Функція зростає Z  
max Функція спадає 
]  
min Функція зростає 
Z  
Використовуючи дані таблиці 11.2, доповнимо їх значеннями ( )1 4y - = -  
і ( )2 5y = . Нанесемо одержані точки на графік (рис. 11.5). 
Аналізуючи таблицю 11.2 і рисунок 
11.5, можна зробити висновок, що 
функція зростає на інтервалах 
] [; 0- ¥  та ] [1;+ ¥ , де її похідна є 
додатною. Функція спадає на інтервалі 
] [0;1 , де її похідна є від’ємною. 
5. Визначимо значення функції в точках 
0x =  і 1x = , у процесі переходу через 
які похідна змінює знак: 
( ) ( )0 1, 1 0y y= = . 
У процесі переходу через точку 0x =  
похідна змінює знак з плюсу на мінус. 
У цій точці функція має максимум 
( )max 0 1y y= = . 
У процесі переходу через точку 1x =  
похідна змінює знак з мінусу на плюс. 
У цій точці функція має мінімум 
( )min 1 0y y= = . 
 
Рисунок 11.5 
Відповідь. Функція має максимум в точці 0x =  і мінімум в точці 1x = . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які точки графіку функції називають точками екстремуму? 
2. Яка умова екстремуму є необхідною? 
3. Назвіть достатню умову екстремуму. 
4. Які точки називають критичними точками? 
5. Як дослідити функцію на екстремум?  
0  x  
4-  
1-  
1-  
3-  
3-  
1 
1 
2-  
2-  
2  
2  
3  
3  
4  
5  
y  
s 
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11.3. Найбільше і найменше значення функції на інтервалі 
Нехай функція ( )y f x=  є неперервною на закритому 
інтервалі [ ];a b , та її перша похідна теж неперервна на цьому 
інтервалі. Необхідно знайти найбільше і найменше значення 
функції на цьому інтервалі. 
Для розв’язання цього завдання недостатньо знати тільки 
екстремуми функції, необхідно враховувати також значення 
функції на краях інтервалу. 
Екстремумами функції на інтервалі [ ];a b  будуть значення 
функції в точках 1x x=  і 2x x=  (рис. 11.6). Але це не є 
найбільшим і найменшим значеннями на інтервалі.  
Найбільшим значенням буде значення функції на краю 
інтервалу, якщо x b= , ( )by f b= , а найменшим значенням буде 
значення функції на іншому краї інтервалу, якщо x a= , ( )ay f a= . 
 
Рисунок 11.6 
Теорема 1. Якщо в інтервалі (скінченому або нескінченому) 
функція є неперервною і має тільки один екстремум, та якщо це 
максимум (мінімум), то він буде найбільшим (найменшим) 
значенням функції на цьому інтервалі (рисунок 11.7 а, б). 
a  0  x  
y  
b  2x  1x  
( )y a  
( )y b  
( )min 2y f x=  
( )max 1y f x=  
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Рисунок 11.7 
На рисунках 11.7 а та 11.7 б надано графіки функції, які 
мають один екстремум на скінченому або нескінченому інтервалі. 
Теорема 2. Якщо функція є неперервною на відрізку [ ];a b , 
то вона має на цьому інтервалі найбільше і найменше значення. 
Ці значення будуть або в точках екстремуму або на кінцях 
інтервалу. 
   
Рисунок 11.8 
Найбільше значення у функції ( )y f x=  буде на кінцях 
інтервалу ( )max y f a= , а найменше значення – всередині 
інтервалу ( )min 3min y y f x= =  (рис. 11.8 а). 
a  0  x  
y  
б) 
b  
miny  
1x  2x  3x  4x  
maxy
y  
a  0  x  
а) 
b  
ay  
miny  
1x  2x  3x  
by  
a  0  x  
y  
б) 
x  b  
ay  
miny  
by  
a  0  x  
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а) 
x  b  
ay  
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Функція ( )y xj=  буде мати найбільше значення 
( )max 1max y y xj= =  в точці екстремуму 1x x= , а найменше 
значення ( )min 4min y y xj= =  в точці екстремуму 4x x=  (рис. 11.8 б). 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Щоб знайти найбільше й найменше значення функції 
( )y f x=  на інтервалі [ ];a b , необхідно: 
1) знайти критичні точки функції, які належать до даного 
інтервалу; 
2) знайти значення функції у критичних точках; 
3) знайти значення функції на краях інтервалу; 
4) порівняти одержані результати і знайти найбільше і 
найменше значення функції на інтервалі. 
Приклад 3. Знайдіть найбільше і найменше значення функції 
3 23 9 35y x x x= - - +  на інтервалі [ ]4;4- . 
Розв’язання. Задана функція є неперервною на даному інтервалі та її перша 
похідна дорівнює 23 6 9y x x¢ = - - , отже, на цьому інтервалі вона має 
найбільше і найменше значення (згідно теореми 2). Знайдемо ці 
значення. 
1. Критичними точками цієї функції будуть точки, в яких її перша похідна 
перетворюється на нуль ( )0y¢ = . Дорівняємо похідну до нуля та 
розв’яжемо одержане рівняння: 23 6 9 0x x- - = Þ 1 3x = , 2 1x = - . У цих 
точках задана функція має екстремуми. 
2. Знайдемо значення функції в критичних точках: ( )3 8y = ; ( )1 40y - = . 
3. Знайдемо значення функції в точках 4x = -  і 4x = , тобто на краях 
інтервалу: ( )4 41,y - = -  ( )4 15.y =  
4. Порівняємо одержані значення функції в критичних точках і на краях 
інтервалу [ ]4;4- . З’ясуємо, що найменше значення функції min 41y = -  
є на краю інтервалу, якщо 4x = - , а найбільше значення 
maxmax 40y y= =  відповідає критичній точці 2 1x = - . 
Відповідь. min 41y = - ; max 40y = . 
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Дайте відповіді на запитання 
1. Де може бути найменше або найбільше значення неперервної 
на інтервалі функції? 
2. Якщо неперервна функція ( )y f x=  в точці має один mіn на 
інтервалі ] [;a b , тоді де буде найменше значення функції та 
чому воно буде дорівнювати? 
3. Як знайти найбільше та найменше значення функції на 
інтервалі ] [;a b ? Назвіть порядок дій.  
11.4. Опуклість або угнутість кривої. Точки перегину 
графіка функції 
Крива графіка функції називається опуклою догори 
(опуклою) на інтервалі ] [;a b , якщо точки кривої лежать над 
хордою a bM M  (рис. 11.9 а). 
Криву графіка функції називають опуклою донизу 
(угнутою) на інтервалі ] [;a b , якщо точки кривої лежать під 
хордою a bM M  (рис. 11.9 б). 
Варто пам’ятати, що хорда – це відрізок, який з’єднує дві 
точки графіка функції. 
   
Рисунок 11.9 
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Теорема. Якщо крива ( )y f x=  є опуклою на інтервалі 
] [;a b , то на цьому інтервалі її друга похідна є від’ємною, 0y¢¢ < . 
Якщо крива ( )y f x=  є угнутою на інтервалі ] [;a b , то на 
цьому інтервалі її друга похідна є додатною, 0y¢¢ > . 
Точку, яка відділяє опуклу частину від угнутої, називають 
точкою перегину (рис. 11.10). У точці перегину друга похідна 
дорівнює нулю і змінює знак, здійснюючи перехід через цю точку. 
   
Рисунок 11.10 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Щоб дослідити функцію ( )y f x=  на опуклість, угнутість 
та точки перегину, необхідно: 
1) знайти область визначення та інтервали, на яких функція є 
неперервною; 
2) знайти другу похідну функції та внутрішні точки області 
визначення, в яких ( ) 0y x¢¢ =  або не існує; 
3) знайти знак другої похідної функції та дослідити характер 
поведінки функції на одержаних інтервалах. 
y  
M  
ax  0  x
б) 
ax  
M  
0  x
y  
а) 
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Приклад 4. Знайдіть точку перегину та виконайте дослідження на опуклість, 
угнутість графіку кривої 2
1
xy e
-
= . 
Розв’язання. 1. Знайдемо область визначення функції ( ) : \ 0.D f x RÎ  
2. Знайдемо першу та другу похідні функції: 
( )2 2 2
1 1 1
2 3
2
1 2x x xy e e x x e
x
- - -
- -
¢ ¢æ ö¢ = × - = × - = × ×ç ÷
è ø
. 
( ) ( )2 2 2
1 1 1
4 3 3 4 22 3 2 2 2 2 3x x xy x e x e x x e x
- - -
- - - - -¢¢ = × - × × + × × × = × × - . 
Друга похідна перетворюється на нуль ( )0y¢¢ =  в точці 1,2 23x = ±  і не  
існує, якщо  3 0x = . Отже, якщо 3 0x =  функція 
2
1
xy e
-
=  не визначена. 
3. Одержані точки розбивають область визначення функції на інтервали: 
2; 3
ù é
- ¥ -ú êû ë
, 2 ;03
ù é
-ú êû ë
, 20; 3
ù é
ú êû ë
, 2 ;3
ù é
+¥ú êû ë
. Зробимо дослідження знаків 
другої похідної на цих інтервалах та результати занесемо в таблицю 11.3. 
Множники 42 0x- >  і 2
1
0xe
-
>  на всій області визначення, ось чому знак 
другої похідної буде визначати тільки множник ( )22 3x- - . Виконаємо 
дослідження знака множника ( )22 3x- -  на кожному з інтервалів. 
а) Знайдемо знак другої похідної на інтервалі 2; 3
ù é
- ¥ -ú êû ë
. Для цього 
підставимо значення 1x = -  в множник ( )22 3x- - . Одержимо, що 
( )2
1
2 3 1 0
x
x-
=-
- = - < . Отже, 0y¢¢ <  і крива графіка буде опуклою. 
б) Знайдемо знак другої похідної на інтервалі 2 ; 03
ù é
-ú êû ë
. Для цього 
підставимо значення 1
3
x = -  в множник ( )22 3x- - . Одержимо, що 
( )2 1
3
2 3 3 0
x
x-
=-
- = > . Отже, 0y¢¢ >  і крива графіка буде угнутою. 
в) Знайдемо знак другої похідної на інтервалі 20;
3
ù é
ú ê
û ë
. Для цього 
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підставимо значення 13x =  в множник ( )
22 3x- - . Одержимо, що 
( )2 1
3
2 3 3 0
x
x-
=
- = > . Отже, 0y¢¢ >  і крива графіка буде угнутою. 
г) Знайдемо знак другої похідної на інтервалі 2 ;3
ù é
+¥ú êû ë
. Для цього 
підставимо значення 1x =  в множник ( )22 3x- - . Одержимо, що 
( )2
1
2 3 1 0
x
x-
=
- = - < . Отже, 0y¢¢ <  і крива графіка буде опуклою. 
Таблиця 11.3 – Дослідження функції 2
1
xy e
-
=  та її похідної 
x  2; 3
ù é
- ¥ -ú êû ë
 2
3-  
2 ;03
ù é
-ú êû ë
 0 20; 3
ù é
ú êû ë
 2
3  
2 ;3
ù é
+¥ú êû ë
 
y¢¢  <0 0 >0 не існує >0 0 <0 
y  Опукла Точка перегину Угнута 
Не 
визна-
чена 
Угнута  Точка перегину Опукла  
У процесі переходу через точки 23x = -  і 
2
3x =  друга похідна змінює 
знак. Ці точки будуть точками перегину. 
Відповідь. На інтервалах 2; 3
ù é
- ¥ -ú êû ë
 і 2;3
ù é
+¥ú êû ë
 функція є опуклою. На 
інтервалах 2;03
ù é
-ú êû ë
 і 20; 3
ù é
ú êû ë
 функція є угнутою. Точки 23x=-  і 
2
3x =  
–це точки перегину. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Яка крива графіка на інтервалі називається опуклою, а яка 
угнутою? 
2. Яку точку графіка функції називають точкою перегину? 
3. Який знак має друга похідна, якщо крива графіка функції на 
інтервалі опукла або угнута? 
4. Як змінює знак друга похідна при переході через точку 
перегину? 
s 
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11.5. Дослідження функцій на екстремум за допомогою 
похідних вищих порядків 
Розглянемо неперервну, функцію ( )y f x= , яку можна 
дифференціювати, та виконаємо її дослідження на екстремум за 
допомогою другої похідної. 
Якщо функція ( )y f x=  має першу та другу похідні, і в точці 
0x x=  перша похідна дорівнює нулю ( )0 0y x¢ = , а друга похідна 
не дорівнює нулю ( )0 0y x¢¢ ¹ , то функція в цій точці має 
максимум, якщо ( )0 0y x¢¢ < ; або мінімум, якщо ( )0 0y x¢¢ > . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Щоб виконати дослідження функції на екстремум за 
допомогою другої похідної, необхідно: 
1) знайти першу похідну ( )f x¢  та критичні точки функції 
( )y f x= , тобто точки, в яких похідна функції 
перетворюється на нуль або має розрив; 
2) знайти другу похідну ( )f x¢¢  та виконати дослідження знака 
другої похідної в знайдених критичних точках:  
– якщо друга похідна в критичній точці є від’ємною, то 
функція в цій точці має максимум;  
– якщо друга похідна в критичній точці є додатною, то 
функція в цій точці має мінімум;  
– якщо друга похідна дорівнює нулю, то дане правило для 
цій функції не можна застосовувати, та екстремум треба 
знаходити за допомогою першої похідної; 
3) обчислити значення функції в точках екстремумів. 
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Приклад 5. Виконати дослідження на екстремум функції ( ) 3 22 3f x x x= - . 
Розв’язання. 1. Знайдемо ( ) 26 6f x x x¢ = - . Дорівняємо похідну до нуля та 
знайдемо критичні точки: 2 16 6 0 0;x x x- = Þ =  2 1x = . 
2. Знайдемо ( ) 12 6f x x¢¢ = - . Визначимо знак f ¢¢  в критичних точках: 
( )0 6 0f ¢¢ = - < , отже, 0x =  – точка максимуму; ( )1 6 0f ¢¢ = > , отже, 1x =  
– точка мінімуму. 
3. Значення функції в критичних точках: ( )max 0 0f f= = ; ( )min 1 1f f= = - . 
Відповідь. ( )max 0 0f f= = ; ( )min 1 1f f= = - . 
Розглянемо неперервну, функцію ( )y f x= , яку можна 
дифференціювати, і виконаємо її дослідження на екстремум за 
допомогою похідних вищих порядків. 
Якщо в деякій точці 0x x=  перша похідна функції дорівнює 
нулю ( )( )0 0y x¢ =  та друга похідна дорівнює нулю ( )( )0 0y x¢¢ = , то 
дослідження функції на екстремум у цій точці можна виконувати 
за допомогою похідних вищого порядку. Для цього застосовують 
наступну властивість неперервної функції: "Якщо функція 
( )y f x=  неперервна та не дорівнює нулю в точці 0x x= , то і у 
деякому оточенні точки 0x x=  вона не буде дорівнювати нулю і 
буде мати знак, що збігається зі знаком функції в цій точці". 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ ! 
Нехай функція ( )y f x=  у точці 0x x=  має рівні нулю похідні 
до (n-1) порядку включно, а похідна n-го порядку є неперервною 
та не дорівнює нулю: 
( ) ( ) ( ) ( )10 0 0 0nf x f x f x-¢ ¢¢= = = =K , а ( ) ( )0 0nf x ¹ . 
Функція в точці 0x x=  має максимум, якщо 
( ) ( )0 0nf x < , і 
мінімум, якщо ( ) ( )0 0nf x >  (за умови, що n є парним числом). 
Якщо n – непарне, то функція в точці 0x x=  не має екстремумів. 
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Приклад 6. Виконати дослідження на екстремум функції 45y x= . 
Розв’язання. Задана функція є визначеною і додатною на всій числовій осі 
та перетворюється на нуль, якщо 0x = . Знайдемо першу похідну: 
320y x¢ = . 
Похідна перетворюється на нуль в критичній точці 0x = . 
Друга похідна 260y x¢¢ =  і третя похідна 120y x¢¢¢ =  в точці 0x =  також 
перетворюються на нуль.  
Четверта похідна 120IVy =  в точці 0x =  не дорівнює нулю. 
Порядок похідної 4n =  – це парне число, а знак похідної 120 0IVy = > . 
Отже, точка 0x =  – це точка мінімуму функції. 
Відповідь. В точці 0x =  функція має мінімум. 
Приклад 7. Виконати дослідження на екстремум функції 52 1y x= + . 
Розв’язання. Знайдемо першу похідну 410y x¢ = . Критичною точкою, в якій 
0y¢ =  буде точка 0x = . 
Друга похідна 340y x¢¢ = , третя похідна 2120y x¢¢¢ =  і четверта похідна 
240IVy x=  в точці 0x =  перетворюється на нуль. 
П’ята похідна 240Vy =  не дорівнює нулю і є додатною. 
Порядок похідної 5n =  – це непарне число. В точці 0x =  функція не має 
екстремумів. 
Відповідь. Функція не має екстремумів. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Як знайти екстремум функції за допомогою похідних вищих 
порядків? 
2. За яких умов функція буде мати max, або min, якщо енна 
похідна ( ) 0ny ¹ ? 
 
11.6. Асимптоти графіка 
Асимптоти графіка ( )y f x=  можуть бути вертикальні 
(паралельні до осі Oу) і невертикальні (горизонтальні та похилі). 
Вертикальних асимптот може бути багато. Наприклад, функція 
tgy x=  має нескінчене число вертикальних асимптот (рис. 11.11). 
s 
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Рисунок 11.11 
Якщо ( )lim
x a
f x
®
= ¥ , то пряма x a=  є вертикальною 
асимптотою графіка.  
Наприклад, на рисунку 11.11 прямі вигляду 
2
x kp p= ±  – це 
вертикальні асимптоти графіка функції tgy x= . 
Невертикальних асимптот не може бути більше двох (одна, 
якщо x ® +¥  і друга, якщо x ® -¥ ). 
Якщо пряма y kx b= +  є асимптотою графіка ( )y f x=  за 
умови x ® +¥ , то ( )асимп. граф.y y kx b f xd = - = + -  і якщо x  
прямує до нескінченості, то d  прямує до нуля (рис. 11.12).  
 
Рисунок 11.12 
3-  
3  
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p
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З умови ( )kx b f x d+ - =  знайдемо значення кутового 
коефіцієнту k . 
Поділивши праву і ліву частини рівності на ,x  отримаємо: 
( )f xbk
x x x
d
+ - = , тоді ( )f x bk
x x x
d
= + - . 
Знайдемо граничне значення цього виразу, якщо x ® +¥ : 
 ( ) ( )lim lim
x x
f x f xbk
x x x x
d
®+¥ ®+¥
æ ö
= + - =ç ÷
è ø
. 
Тоді з рівняння ( )kx b f x d+ - =  одержимо ( )b f x kx d= - + . 
Граничне значення b, якщо x ® +¥ , буде дорівнювати: 
 ( ) ( )lim lim
x x
b f x kx f x kxd
®+¥ ®+¥
= - + = -é ù é ùë û ë û . 
Якщо існують ці границі та вони є скінченими, то пряма 
y kx b= +  буде асимптотою графіка функції ( )y f x= . А якщо 
таких границь не має, то невертикальних асимптот не існує. 
Аналогічно можна стверджувати, якщо функція ( )y f x=  є 
визначеною на інтервалі ] [; a-¥  то ( )lim
x
f x
k
x®-¥
= , та 
( )( )lim
x
f x kx b
®-¥
- = . Пряму y kx b= +  називають похилою 
асимптотою, за умови 0k ¹ ; а якщо 0k = , тоді пряму y b=  
називають горизонтальною асимптотою. 
Приклад 8. Знайдіть асимптоти графіка функції 
22 6 3
3
x xy
x
- +
=
-
. 
Розв’язання. Областю визначення функції є вся числова вісь, за 
виключенням точки 3x =  ( ) ] [ ] [( ): ; 3 3;D y x Î -¥ + ¥U .  
У точці 3x =  є нескінчений розрив. Пряма 3x =  це вертикальна 
асимптота. 
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Рівняння невертикальних асимптот знаходимо за формулою: ,y kx b= +  
де ( )lim
x
f x
k
x®¥
= , ( )lim
x
b f x kx
®¥
= -é ùë û . 
Одержимо: 
( ) ( )
2
2 22 6 3 2 6 3lim lim lim
3 3x x x
x
x x x xk
x x x x®¥ ®¥ ®¥
- + - +
= = =
- -
2
2
6 32
x x
x
æ ö- +ç ÷
è ø 2
31
x
=
æ ö-ç ÷
è ø
; 
2 22 6 3 2lim 2 lim
3x x
x x xb x
x®¥ ®¥
é ù- +
= - =ê ú-ë û
6x- 23 2x+ - 6x+ 3lim 0
3 3xx x®¥
= =
- -
. 
Тоді рівняння похилої асимптоти буде 2y x= . 
Відповідь: Вертикальна асимптота 3x = ; похила асимптота 2y x= . 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. За яких умов графік функції буде мати вертикальні 
асимптоти? 
2. Скільки вертикальних асимптот може мати графік функції 
( )y f x= ? 
3. Яку умову існування невертикальних асимптот ви знаєте? 
4. Напишіть формулу для кутового коефіцієнта k асимптоти 
функції ( )y f x= . 
5. Напишіть формулу вільного члена b похилої асимптоти 
функції ( )y f x= . 
6. Скільки невертикальних асимптот може мати графік функції 
( )y f x= ? 
7. Напишіть формулу горизонтальної асимптоти. 
 
11.7.  Загальна схема дослідження функцій і побудови 
графіків функцій 
Для того, щоб виконати повне дослідження функції та 
побудувати її графік необхідно застосовувати визначеня 
інтервалів монотонності функцій, екстремумів функції, інтервалів 
s 
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опуклості та угнутості графіка, його точки перегину і асимптоти. 
Такий графік не буде дуже точним, але він дозволяє визначити 
основні властивості та особливості функції, яку аналізуємо. 
Повне дослідження функції проводимо за наступною схемою. 
1. Знайдемо область визначення функції і точки розриву. 
2. З’ясуємо питання парності або непарності функції. 
3. Визначимо нулі функції (точки, в яких функція дорівнює нулю). 
4. Визначимо інтервали додатності та від’ємності функції за 
допомогою нулів функції та точок розриву. 
5. Визначимо асимптоти графіку: 
а) вертикальні 0x x= , якщо ( )
0
lim
x x
y x
®
= ¥ ; 
б) похилі y kx b= + , де ( )lim
x
f x
k
x®±¥
=  і ( )lim
x
b f x kx
®±¥
= -é ùë û . 
6. Визначимо періодичність функції. 
7. Знайдемо критичні точки першої похідної та точки її розриву 
(точки, в яких ( ) 0f x¢ =  або перша похідна не існує). 
8. Знайдемо інтервали зростання ( ( ) 0f x¢ > ) і спадання 
( ( ) 0f x¢ < ), ураховуючи критичні точки першої похідної. 
9. Проаналізуємо поведінку функції в процесі переходу через 
критичні точки, застосовуючи зміну знака похідної. 
10. Визначимо значення функції в точках екстремуму. 
11. Знайдемо точки розриву і нулі другої похідної. 
12. Знайдемо інтервали опуклості ( ( ) 0f x¢¢ < ) та угнутості 
( ( ) 0f x¢¢ > ) на основі критичних точок другої похідної. 
13. Знайдемо точки перегину, на основі зміни знака другої 
похідної, якщо здійснюється перехід через критичну точку. 
14. Нанесемо на графік одержані результати. 
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Для того щоб побудувати графік функції точніше, доцільно 
обчислити значення функції в додаткових точках і нанести їх на 
координатну площину. За наведеною схемою виконаємо 
дослідження декількох функцій. 
Приклад 9. Зробити дослідження функції 
2
1
xy
x
=
+
 і побудувати її графік. 
Розв’язання. 1. Знаменник цього дробу перетворюється на нуль ( 1 0x + = ), 
якщо 1 1x = - , отже в цій точці функція не визначена. 
Областю визначення функції є вся числова вісь, за виключенням точки 
1 1x = - : ( ) ] [{ ] [ }, 1 1,D f x= Î -¥ - - ¥U .  
Точка 1x = -  є точкою розриву функції. Якщо прямуємо до точки 
1 1x = -  зліва, тоді x  завжди буде залишатися менше від ( )1- , отже  
знаменник 1 0x + < , а чисельник 2 0x > , тоді 
2
1 0
lim lim
1x
xy
x®- -
= = -¥
+
. 
Якщо прямуємо до точки 1 1x = -  справа, тоді x  завжди буде залишатися 
більше від ( )1- , отже 1 0x + >  і 2 0x > , тоді 
2
1 0
lim lim
1x
xy
x®- +
= = +¥
+
. 
2. Для цієї функції не виконується умова парності ( ) ( )f x f x- =  та умова 
непарності ( ) ( )f x f x- = - . Отже, це функція загального вигляду. 
3. Функція 
2
1
xy
x
=
+
 перетворюється на нуль, якщо її чисельник дорівнює 
нулю ( )2 0x = , тоді 2 0x = . У точці 2 0x =  функція дорівнює нулю. 
4. Визначимо інтервали додатності та від’ємності, аналізуючи поведінку 
функції в точці розриву 1 1x = -  і в точці 2 0x = , в яких функція 
перетворюється на нуль. 
Зліва від точки 1 1x = -  функція завжди є від’ємною, а праворуч є 
додатною. На інтервалі ] [; 1- ¥ -  функція від’ємна, а на інтервалі 
] [1;- +¥  функція додатна. Якщо функція переходить через точку 0x = , 
тоді функція не змінює знака та залишається додатною. 
5. Рівнянням вертикальної асимптоти буде 1x = - , тому що 
2
1 0
lim
1x
x
x®- -
= -¥
+
  і  
2
1 0
lim
1x
x
x®- +
= +¥
+
. 
Запишемо рівняння похилої асимптоти y kx b= +  і знайдемо:  
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( )lim lim 1
1x x
f x xk
x x®¥ ®¥
= = =
+
, 
( )
2 2 2
lim lim lim lim 1
1 1 1x x x x
x x x x xb f x kx x
x x x®¥ ®¥ ®¥ ®¥
é ù é ù- - -é ù= - = - = = = -é ù ê ú ê úë û ê ú+ + +ë ûë û ë û
. 
Рівняння похилої асимптоти буде таким: 1y x= - . 
6. Функція не періодична. 
7. Знайдемо похідну функції: ( )
( )
2
2
2
1
x xy x
x
+¢ =
+
. 
Критичні точки першої похідної визначимо з наступних умов: 
– перша похідна перетворюється на нуль, якщо 2 2 0x x+ = . Розв’язками 
цього рівняння будуть дві точки 3 2x = -  і 4 0x = ; 
– перша похідна не існує, якщо ( )21 0x + = . Розв’язками цього рівняння 
буде точка 5 1x = - . 
Точка 5 1x = -  – це точка розриву похідної, і вона співпадає з точкою 
розриву функції 1 1x = - . 
Точка 4 0x =  співпадає з точкою 2 0x = , в якій функція дорвінює нулю. 
Таким чином, для функції та її першої похідної маємо три критичні 
точки: 1 1x = - , 2 0x = , 3 2x = - . 
У точці 1 1x = -  функція та її перша похідна ( )1f ¢ -  не існують, тому що 
1 1x = -  є точкою розриву функції та її похідної. 
В точці 2 0x =  маємо: ( )0 0f =  і ( )0 0f ¢ = . 
В точці 3 2x = -  маємо: ( )2 0f - ¹ , а ( )2 0f ¢ - = . 
8. Розглянемо інтервали між критичними точками і визначимо знак 
похідної всередині кожного інтервалу. Для зручності роботи складемо 
таблицю 11.5. Для визначення знака похідної візьмемо точку з кожного 
інтервалу та обчислимо значення похідної в цій точці. 
З інтервалу ] [; 2- ¥ -  візьмемо точку 3x = - , одержимо ( ) 33 0.
4
y¢ - = >  
З інтервалу ] [2; 1- -  візьмемо точку 3
2
x = - , одержимо 3 21 0
2 2
y æ ö¢ - = - <ç ÷
è ø
.  
З інтервалу ] [1; 0-  візьмемо точку 1
2
x = - , одержимо 1 3 0
2
y æ ö¢ - = - <ç ÷
è ø
. 
З інтервалу ] [0;+¥  візьмемо точку 1x = , одержимо ( ) 31 0
4
y¢ = > . 
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Таблиця 11.4 – Дослідження функції 
2
1
xy
x
=
+
 та її похідної 
x  ] [; 2- ¥ -  –2 ] [2; 1- -  –1 ] [1; 0-  0 ] [0;+¥  
y¢  0>  0 0<  Не існує 0<  0 0>  
y  0<  –4 0<  Не існує 0>  0 0>  
Висновки Функція зростає Z  max 
Функція 
спадає ]  
Точка 
розриву 
Функція 
спадає ]  min 
Функція 
зростає Z  
Аналізуючи таблицю 11.4 можна зробити висновок, що на інтервалі 
] [; 2- ¥ -  функція зростає, 0y¢ > , на інтервалі ] [2; 0-  функція спадає, 
0y¢ < , та на інтервалі ] [0;+¥  функція знову зростає 0y¢ > . 
9. Аналізуючи таблицю 11.4 можна зробити висновок, що в процесі 
переходу через критичну точку 2x = -  перша похідна змінює знак з 
"плюсу" на "мінус". Отже, в точці 2x = -  знаходиться екстремум  
(максимум) функції.  
У точці 1x = -  похідна та сама функція не існують. Це точка розриву 
функції. 
У процесі переходу через точку 0x =  знак першої похідної змінюється з 
"мінусу" на "плюс". Отже, в точці 0x =  знаходиться екстремум 
(мінімум) функції. 
10. Знайдемо значення функції в точках екстремуму: 
( )max 2 4y - = - ,  ( )min 0 0y = . 
11. Знайдемо другу похідну функції: 
( )3
2
1
y
x
¢¢ =
+
. Друга похідна не 
перетворюється на нуль за будь-яких значень змінної  x . В точці 1x = -  
друга похідна не існує, тому що знаменник дробу перетворюється на 
нуль. Отже, в критичній точці 1x = -  буде розрив другої похідної. 
12. Для другої похідної маємо тільки одну критичну точку 1x = - , ось чому 
розглянемо два інтервали зміни знака другої похідної. 
В інтервалі ] [; 1-¥ -  маємо ( )2 2 0y¢¢ - =- < . Отже, графік функції опуклий. 
В інтервалі ] [1;- +¥  маємо ( )0 2 0y¢¢ = > . Отже, графік функції угнутий. 
13. Точок перегину не буде, тому що друга похідна ні за яких значень 
змінної x  не перетворюється на нуль. 
14. Доповнимо таблицю 11.4 результатами аналізу другої похідної, 
одержимо таблицю 11.5. 
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Таблиця 11.5 – Дослідження функції 
2
1
xy
x
=
+
 та її похідних 
x  ] [; 2- ¥ -  –2 ] [2; 1- -  –1 ] [1; 0-  0 ] [0;+¥  
y¢  0>  0 0<  Не існує 0<  0 0<  
y  0<  –4 0<  Не існує 0>  0 0>  
Висновки Функція зростає Z  max 
Функція 
спадає ]  
Точка 
розриву 
Функція 
спадає ]  min 
Функція 
зростає Z  
y¢¢  0<  Не існує 0>  
Висновки Крива опукла Точка розриву Крива угнута 
Для більш точної побудови графіка обчислимо значення функції в 
додаткових точках (табл. 11.6). 
Таблиця 11.6 – Значення функції 
2
1
xy
x
=
+
 у додаткових точках 
x  –5 –4 –3 
3
2
-  1
2
-  1
2
 2 3 4 5 
y  –6,25 –5,33 –4,5 –4,5 1
2
 
1
6
 1,33 2,25 3,2 4,16 
Побудуємо асимптоти функції та за результатами, які надано в 
таблицях 11.5 і 11.6 побудуємо графік функції (рис. 11.13). 
 
Рисунок 11.13 
Відповідь. Графік функції зображено на рисунку 11.13. 
0  1  2  3  4  4-  5-  5  6  6-  3-  2-  1-  x  
y
1-  
1  
2  
3  
4  
4-  
5-  
5  
6  
6-  
7-  
3-  
2-  
1y x= -  
1x = -  
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Дайте відповіді на запитання 
1. Назвіть основні пункти загальної схеми дослідження функції.  
2. За допомогою яких умов можна знайти інтервали 
знакосталості функції ( )xfy = ? 
3. Як знайти інтервали зростання або спадання функції? 
4. Як знайти точки екстремуму функції? 
5. Як знайти інтервали опуклості, угнутості? 
6. За якими правилами будують асимптоти графіка? 
 
Завдання для самостійної роботи № 22 
I. Визначте інтервали зростання та спадання функцій. 
1) 22 14 24y x x= - + ; 2) 2 7 6y x x= - + - ;  3) 21y x= - ; 
4) 
2 1
1
xy
x
-
=
+
;   5) 3 23 2 4y x x x= + - - ;   6) 
2 5 42x xy - += ; 
7) ( )lg 5y x= + . 
II. Визначте екстремуми функцій. 
1) 2 2 35y x x= - - ; 2) 4 25 4y x x= - + ; 3) 3 22 3 6y x x x= - + + ;  
4) 1y x= - ;  5) 2
5
xy
x
-
=
+
;  6) 2 5 6y x x= - + - ; 
7) ( )2 6y x x= - ; 8) 2 xy x e-= × ;  9) sin cosy x x= + ; 
10) 233 2y x= - ; 11) 
ln
xy
x
= ;  12) 
2
2
8
2
xy
x
= + . 
III. Знайдіть найбільше та найменше значення функції на 
заданому інтервалі. 
1) 22 14 12y x x= - +  на інтервалі [ ]0; 7 ;  
2) 3 29 24 10y x x x= - + -  на інтервалі [ ]0; 3 ;  
3) 2lny x x= -  на інтервалі [ ]1; e ;  
4) 4 22 5y x x= - +  на інтервалі [ ]2; 2- ;  
5) 2 2y x x= +  на інтервалі [ ]0; 4 ;  
s 
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6) 1
1
xy
x
-
=
+
 на інтервалі 0 4x£ £ ;  
7) sin 2y x x= -  на інтервалі 
2 2
xp p- £ £ ;  
8) 
2
2
1
1
x xy
x x
- +
=
+ -
 на інтервалі 0 1x£ £ . 
IV. Знайдіть інтервали опуклості та угнутості і точки перегину 
функції. 
1) 5 43 5 4y x x= - + ;    2) 4 3 212 48 50y x x x= - + - ;  
3) 2 3 436 2y x x x x= + - - ;   4) ( )753 2y x= - + ;  
5) ( )62 2 2y x x= + + + . 
V. Знайдіть екстремуми функції за допомогою другої похідної. 
1) 22y x x= - ;    2) ( )22y x a x= - . 
VI. Знайдіть екстремуми функції за допомогою похідних 
вищих порядків. 
1) 46y x= - ; 2) 64 15y x= + . 
VII. Знайдіть асимптоти графіка функції. 
1) xy xe= ;     2) sin xy x
x
= + ;   
3) ( )2ln 4y x= - ;    4) 
22 9
2
xy
x
-
=
+
;  
5) 3 23 6y x x= - ;    6) 1
3
xy
x
-
=
-
. 
VIII. Виконайте дослідження функцій та побудуйте їх графіки. 
1) 3 23 9 1y x x x= + - + ;   2) 3 44 1,5y x x= - ;  
3) 2 32 9 3y x x x= + + - ;   4) 4 22y x x= - ;  
5) 3 2y x= - - ;    6) 2 48y x x= - ; 7) 1 1y
x
= - . 
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ІНТЕГРАЛИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
 
Лексика розділу 
границя інтегрування limit of integration  综合化极限 
верхня границя 
інтегрування 
top limit of integration  上部积分域 
нижня границя 
інтегрування  
bottom limit of 
integration  
底部的极限一体化 
змінна інтегрування variable of integration  可变一体化 
інтеграл integral  积分 
визначений інтеграл indefinite integral  不定积分 
невизначений інтеграл definite integral  定积分 
інтегральна сума integrated sum  总和总结 
інтегрування частинами integration in parts  综合化部分 
інтервал інтегрування interval of integration  间隔时间综合化 
криволінійна трапеція curvilinear trapezium  曲线梯形 
метод заміни змінної method of variable's 
changing  
方法所取代的变化量 
метод розкладання method of 
decomposition  
分解的方法 
основа трапеції basis of trapezium  梯形的基地 
первісна antiderivative 原型 
підінтегральна функція underintegral function  被积函数 
підінтегральний вираз underintegral 
expression  
综合化的元素 
           
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12.1. Поняття первісної та невизначеного інтеграла 
Основне завдання диференціального обчислення: знайти 
похідну ( )y x¢  за допомогою заданої функції ( )y f x= .  
У науці й техніці багато завдань потребують розв’язання 
обернених проблем, таких як, наприклад: "Знайти функцію ( )F x  
за даною похідною ( ) ( )F x f x¢ = ". Такі завдання розв’язують за 
допомогою інтегрального обчислення. 
Функцію ( )F x  називають первісною для функції ( )f x  в 
інтервалі [ ];a b , якщо у будь-якій точці цього інтервалу функція 
( )F x  є диференційованою та ( ) ( )F x f x¢ = . 
Наприклад, функція 
3
( )
3
xF x =  є первісною для функції 
2( )f x x=  на всій числовій осі x RÎ , тому що 
3
2( ) ( ), .
3
xF x x f x x R
¢
æ ö
¢ = = = Îç ÷
è ø
 Отже, ( )
3
3
xF x C= +  є також 
первісною функції 2y x= , де C  – стала. 
Теорема. Будь-яка неперервна функція в інтервалі [ ];a b  
має множину первісних у цьому інтервалі, які відрізняються на 
сталу величину, що дорівнює величині доданка. 
Знаходження первісної за заданою функцією є основним 
завданням інтегрального обчислення. 
Множину всіх первісних ( )F x C+  для даної функції ( )f x  
на інтервалі [ ];a b  називають невизначеним інтегралом від 
функції ( )f x  на цьому інтервалі та позначають символом 
( )f x dxò . Читають: "Інтеграл еф від ікс де-ікс". 
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ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Якщо F(x) – будь-яка первісна функції ( )f x , тоді 
( ) ( )f x dx F x C= +ò , 
де ( )f x  – підінтегральна функція; ( )f x dx  – підінтегральний 
вираз; x  – змінна інтегрування; ò  – знак невизначеного 
інтеграла; C  – довільна стала. 
Наприклад, 
3
2
3
xx dx C= +ò . 
Знаходження невизначеного інтеграла (або первісної) від 
даної функції називають інтегруванням цієї функції. 
Інтегрування  – це дія, яка є оберненою до 
диференціювання. 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Яку функцію називають первісною функції ( )f x  на інтервалі 
[ ];a b ? 
2. Скільки первісних має функція, неперервна на інтервалі 
[ ];a b ? 
3. Сформулюйте основне завдання інтегрального обчислення. 
4. Що таке невизначений інтеграл? 
5. Прочитайте вираз ( ) ( )f x dx F x C= +ò  і назвіть його складові 
символи: ;ò  ( )f x ; ( )f x dx ; ( )F x ; C . 
6. Як називають дію знаходження первісної? 
s 
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12.2. Формули для обчислення найпростіших інтегралів 
З основних формул диференціального обчислення одержимо 
наступні вирази для найпростіших інтегралів:  
1. 
1
, ( 1),
1
n
n xx dx C n
n
+
= + ¹ -
+ò       ( )
1 1 1
1 ;
1 1
n n
nx xC n x
n n
+ + -¢æ ö
+ = + × =ç ÷+ +è ø
 
2. { }ln , ( \ 0 ),dx x C x R
x
= + Îò   ( )
1ln x C
x
¢
+ = ; 
3. sin cos , ( ),x dx x C x R= - + Îò   ( )cos sinx C x
¢- + = ; 
4. cos sin , ( ),x dx x C x R= + Îò   ( )sin cosx C x
¢+ = ; 
5. 2 tg , , ,cos 2
dx x C x k k Z
x
p
pæ ö= + ¹ + Îç ÷
è øò   ( ) 2
1tg
cos
x C
x
¢+ = ; 
6. ( )2 ctg , , ,sin
dx x C x k k Z
x
p= - + ¹ Îò   ( ) 2
1ctg
sin
x C
x
¢- + = ; 
7. ( )2
arctg ,
,
arcctg ,1
x Cdx x R
x Cx
+ì
= Îí- ++ î
ò   
( )
( )
2
arctg 1
1arcctg
x C
xx C
¢ ü+ ï =ý¢ +ï- + þ
; 
8. ( )
2
arcsin ,
1
arccos ,1
x Cdx x
x Cx
+ì
= <í- +- î
ò , 
( )
( )
2
arcsin 1
1arccos
x C
xx C
¢ ü+ ï =ý¢ -ï- + þ
; 
9. ( ), 0, 1 ,
ln
x
x aa dx C a a
a
= + > ¹ò     ;ln
x
xa C a
a
¢
æ ö
+ =ç ÷
è ø
 
10. ,x xe dx e C= +ò         ( )x xe C e
¢
+ = ; 
11. 2 2
1 ln , ;
2
dx x a C x a
x a a x a
-
= + ¹
- +ò  2 2
1 1ln
2
x a C
a x a x a
¢
-æ ö
+ =ç ÷+ -è ø
; 
12. 2 2
2 2
ln ,dx x x a C
x a
= + ± +
±ò
 ( )2 2 2 21ln x x a C x a
¢
+ ± + =
±
. 
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Треба зазначити, що існують інтеграли, які не можна знайти  
за допомогою елементарних функцій. 
Наприклад 
2
;xe dx-ò  
sin x dx
xò  та інші. 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Напишіть формулу обчислення інтеграла функції ny x= . 
2. Знайдіть інтеграл функції 1y x-= . 
3. Чому дорівнює інтеграл від функції ( ) 2 2
1f x
x a
=
-
? 
4. Напишіть інтеграли основних тригонометричних функцій. 
5. Інтеграл якої функції дорівнює tg x ? 
6. Напишіть підінтегральну функцію, якщо її первісна дорівнює 
arctg x  або arcctg x . 
7. Як зміниться первісна показникової функції xy a= , якщо її 
основа a e= ? 
12.3. Основні властивості невизначеного інтеграла 
1. Диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює його 
підінтегральному виразу: ( )( ) ( )d f x dx f x dx=ò .  
2. Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції 
дорівнює цій функції плюс довільна стала: ( ) ( )d F x F x C= +ò . 
Отже, диференціювання й інтегрування є взаємно 
оберненими діями. 
3. Сталий множник можна винести за знак невизначеного 
інтеграла: ( ) ( )k f x dx k f x dx=ò ò  ( const, 0)k k= ¹ . 
4. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми функцій 
дорівнює алгебраїчній сумі невизначених інтегралів від доданків: 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x f x dx f x dx f x dx± = ±é ùë ûò ò ò . 
s 
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5. Усі формули інтегрування зберігають свій вигляд, якщо 
підставляти в них замість незалежної змінної будь-яку 
диференційовану функцію від цієї змінної. 
Якщо ( ) ( )f x dx F x C= +ò , то ( ) ( )f u du F u C= +ò , де 
( )u xj=  – будь-яка диференційована функція від x . 
Приклад 1. Знайти інтеграл sin cosx x dx×ò . 
Розв’язання. Відомо, що cos x  є похідною від sin x , тому перепишемо 
інтеграл як: ( )sin cos sin sinx x dx x d x udu× = × =ò ò ò . 
Тут sinu x= , а ( )cos sinx dx d x du= × = . Одержаний інтеграл буде 
табличним: 
2 2sin
2 2
u xudu C C= + = +ò . 
Відповідь. 
2sinsin cos
2
xx x dx C× = +ò . 
Приклад 2. Знайти інтеграл 5xe dx-ò . 
Розв’язання. Помножимо і поділимо інтеграл на (–5) та внесемо множник 
(–5) під знак інтегралу ( ) ( )5 51 15 5
5 5
x xe dx e d x- -- - × = - -ò ò . 
Позначимо 5u x= - , тоді 5du dx= -  і ми одержимо табличний інтеграл: 
5
5 1
5 5
x
x u ee dx e du C
-
- = - = - +ò ò . 
Відповідь. 
5
5
5
x
x ee dx C
-
- = - +ò . 
З розглянутих прикладів, можна зробити висновок про те, 
що в процесі знаходження інтегралів складних підінтегральних 
виразів в багатьох випадках доцільно перетворювати 
підінтегральний вираз на один з табличних інтегралів.  
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Чому дорівнює диференціал від невизначеного інтегралу? 
2. Чому дорівнює інтеграл від диференціалу функції? 
s 
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3. Напишіть формулу інтеграла від алгебраїчної суми функцій. 
4. Як зміняться формули інтегрування, якщо незалежну змінну 
замінити на диференційовану функцію від цієї змінної? 
5. Чи можливо винести сталий множник за знак інтегралу? 
12.4. Основні методи інтегрування 
Розглянемо деякі методи інтегрування. 
Перший метод (інтегрування методом заміни змінної). 
Якщо відомо, що ( ) ( )f x dx F x C= +ò , то є справедливою 
рівність:  ( ) ( ) ( ) ,f t t dt F t Cj j j¢ = +é ù é ùë û ë ûò   
де ( )tj  – диференційована функція. 
Заміна змінної інтегрування (підстановка) є одним з 
найважливіших методів обчислення інтегралів. 
Приклад 3. Знайти інтеграл cos5x dxò . 
Розв’язання. Зробимо заміну змінної: 5t x= , тоді 5dt dx= , а 
5
dtdx = .  
Наш інтеграл буде мати вигляд табличного інтегралу:  
1 1 1cos cos sin sin5
5 5 5 5
dtt t dt t C x C= = + = +ò ò . 
Відповідь. 1cos5 sin5
5
x dx x C= +ò . 
Приклад 4. Знайти інтеграл 7sin cosx x dxò . 
Розв’язання. Зробимо заміну: cos x t=  та знайдемо sindt x dx= - , тоді 
інтеграл буде мати вигляд: 
8 8
7 7 cossin cos
8 8
t xx x dx t dt C C= - = - - = - +ò ò . 
Відповідь. 
8
7 cossin cos
8
xx x dx C= - +ò . 
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Приклад 5. Знайти інтеграл 
3ln x dx
xò . 
Розв’язання. Зробимо заміну: ln x t=  та знайдемо 1dt dx
x
= , тоді 
3 4 4
3ln ln
4 4
x dx t xt dt C C
x
= = + = +ò ò . 
Відповідь. 
3 4ln ln
4
x dx x C
x
= +ò . 
Приклад 6. Знайти інтеграл 
( )ò - 512x
dx . 
Розв’язання. Зробимо заміну: 2 1x t- =  та одержимо 2
2
dtdx dt dx= Þ = , 
тоді 
( ) ( ) ( )
5 1 4
5 45
1 1 1
2 2 5 1 82 1 8 2 1
dx dt t t C C
tx x
- + -
= = × = - + = - +
- +- -ò ò . 
Відповідь. 
( ) ( )5 4
1
2 1 8 2 1
dx C
x x
= - +
- -ò . 
Приклад 7. Знайти інтеграл 
( )
( )
2
3 2
9 2
3 2 4
x dx
x x
+
+ -ò . 
Розв’язання. Зробимо заміну: 33 2 4x x t+ - = , тоді ( )29 2dt x dx= + .  
Одержимо: 
( )
( )
2
2 33 2
9 2 1 1
3 2 43 2 4
x dx dt C C
t t x xx x
+
= = - + = - +
+ -+ -ò ò . 
Відповідь. 
( )
( )
2
33 2
9 2 1
3 2 43 2 4
x dx
C
x xx x
+
= - +
+ -+ -ò . 
Другий метод (метод розкладання).  
Якщо ( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= + , а ( )1f x  і ( )2f x  мають первісні, тоді 
( ) ( ) ( )1 2f x dx f x dx f x dx= +ò ò ò . 
Приклад 8. Знайти інтеграл ( )5 45 3 4x x x dx- - +ò . 
Розв’язання. Запишемо цей інтеграл як алгебраїчну суму інтегралів і 
знайдемо кожен з них окремо: 
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( )5 4 5 45 3 4 5 3 4x x x dx x dx x dx x dx dx- - + = - - + =ò ò ò ò ò  
6 5 6
2 5 23 35 4 4 .
6 5 2 6 2
x x xx x C x x x C= - - + + = - - + +  
Перевірка. Знайдемо похідну від одержаного результату: 
6
5 2 5 43 4 5 3 4
6 2
x x x x C x x x
¢
æ ö
- - + + = - - +ç ÷
è ø
. 
Ми одержали підінтегральну функцію. Це означає, що розв’язання є 
правильним. 
Відповідь. ( )
6
5 4 5 235 3 4 4
6 2
xx x x dx x x x C- - + = - - + +ò . 
Приклад 9. Знайти інтеграл 
3 2
3
2 3x x x
x
+ -
ò . 
Розв’язання. Перетворимо підінтегральну функцію, для чого поділимо 
кожний член многочлену чисельника на знаменник і запишемо результат 
як суму інтегралів: 
51 11513 2 62
62
3
2 3 2 3 2 3 ln1 51 1
2 6
x x x dx x xdx x dx x dx x C
xx
- +- +
--+ -
= + - = + - + =
- + - +
ò ò ò ò  
11
62
62 3 ln 4 18 ln .1 1
2 6
x x x C x x x C= + - + = + - +  
Відповідь. 
3 2
6
3
2 3 4 18 lnx x x x x x C
x
+ -
= + - +ò . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо в підінтегральній функції найбільший показник 
степеня многочлену чисельника дорівнює найбільшому 
показнику степеня многочлену знаменника, то необхідно 
поділити чисельник на знаменник і записати інтеграл у вигляді 
алгебраїчної суми інтегралів. 
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Приклад 10. Знайти інтеграл 14
x dxx
-
+ò . 
Розв’язання. Перетворимо підінтегральну функцію так, щоб виділити цілу 
частину дробу. Для цього в чисельнику додамо й віднімемо число 4: 
( )4 4 1 4 5 514 4 4x xdx dx dxx x x+ - - + -= = -+ + +ò ò ò . 
Одержаний інтеграл запишемо у вигляді суми інтегралів: 
( )5 51 5 5ln 44 4 4dxdx dx dx dx x x Cx x x- = - = - = - + ++ + +ò ò ò ò ò . 
Тут, ( )4 ln 44 4
d xdx x Cx x
+
= = + +
+ +ò ò , тому що ( )4d x dx+ = . 
Відповідь. 1 5ln 44
x dx x x Cx
- = - + +
+ò . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Якщо чисельник дробу підінтегральної функції стале число, 
а знаменник – квадратний тричлен, то знаменник можна 
доповнити до повного квадрата та звести інтеграл до табличного 
інтеграла: 2 2
1 arctg
2
du u C
u a a
= +
+ò  або 2 2
1 ln
2
du u a C
u a a u a
-
= +
- +ò . 
Приклад 11. Знайти інтеграл 2 6 5
dx
x x+ +ò . 
Розв’язання. У знаменнику дробу додамо й віднімемо число 4, тоді інтеграл 
буде мати вигляд: 2 2 26 5 6 5 4 4 6 9 4
dx dx dx
x x x x x x
= = =
+ + + + + - + + -ò ò ò  
( ) ( ) ( )2 2 23 4 3 2
dx dx
x x
= =
+ - + -ò ò . 
Перейдемо до нової змінної 3u x= + , тоді du dx= , та перепишемо 
інтеграл так: 
( ) ( ) ( )2 2 22
1 2ln2 2 23 2 2
dx du u Cux u
-= = + =
× ++ - -ò ò  
1 3 2 1 1ln ln4 3 2 4 5
x xC Cx x
+ - += + = +
+ + +
. 
Відповідь. 2
1 1ln4 56 5
dx x Cxx x
+= +
++ +ò . 
Розділ 12 
 408
Приклад 12. Знайти інтеграл 2 6 13
dx
x x+ +ò . 
Розв’язання. Перетворимо знаменник і перепишемо інтеграл у вигляді: 
( ) ( )2 22 6 9 4 3 2
dx dx
x x x
=
+ + + + +ò ò . 
Перейдемо до нової змінної 3u x= + , тоді: 
( ) ( ) ( )2 2 22
1 1 3arctg arctg
2 2 2 23 2 2
dx dx u xC C
x u
+
= = + = +
+ + +ò ò . 
Відповідь. 2
1 3arctg
6 9 4 2 2
dx x C
x x
+
= +
+ + +ò . 
Третій метод (інтегрування частинами). Формула 
інтегрування частинами має вигляд: UdV UV VdU= -ò ò . 
Приклад 13. Знайти sinx x dxò . 
Розв’язання. Позначимо U x= , sindV x dx= , тоді dU dx= , cosV x= - . За 
формулою інтегрування частинами маємо:  
( ) ( )sin cos cos cos cos cos sinx x dx x x x dx x x x dx x x x C= - - - = - + = - + +ò ò ò . 
Відповідь. sin cos sinx x dx x x x C= - + +ò . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Інтеграли вигляду ( )sin ,P x kx dxò  ( )cos ,P x kx dxò  
( ) ,kxP x e dxò  де ( )P x  – многочлен, можна інтегрувати 
частинами, якщо за допомогою U  позначити ( )P x . 
Приклад 14. Знайти ( ) 21 xx e dx-ò . 
Розв’язання. Позначимо: 1,U x= -  2 ,xdV e dx=  тоді ,dU dx=  21
2
xV e= . За 
формулою інтегрування частинами маємо:  
( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1 1 11 1 1
2 2 2 4
x x x x xx e dx x e e dx x e e C- = - - = - - +ò ò . 
Відповідь. ( ) ( )2 2 21 11 1
2 4
x x xx e dx x e e C- = - - +ò . 
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ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Інтеграли вигляду ( ) ln ,P x x dxò  ( )arcsin ,P x x dxò  
( )arccos ,P x x dxò  ( )arctg ,P x x dxò  де ( )P x  – многочлен від x , 
можна інтегрувати частинами, якщо позначити ( )dV P x dx= . 
 
Приклад 15. Знайти ( )34 6 7 ln .x x xdx+ -ò  
Розв’язання. Позначимо: ln ,U x=  ( )34 6 7 ,dV x x dx= + -  тоді ,dxdU x=  
4 23 7V x x x= + - . За формулою інтегрування частинами маємо:  
( ) ( )
4 2
3 4 2 3 74 6 7 ln 3 7 ln x x xx x x dx x x x x dx
x
+ -
+ - = + - - =ò ò  
( )
4 2
4 2 33 7 ln 7 .
4 2
x xx x x x x Cæ ö= + - - + - +ç ÷
è ø
 
Відповідь. ( ) ( )
4 2
3 4 2 34 6 7 ln 3 7 ln 7
4 2
x xx x x dx x x x x x Cæ ö+ - = + - - + - +ç ÷
è ø
ò . 
Четвертий метод (інтегрування раціональних функцій). 
Раціональні функції завжди інтегруються через елементарні 
функції. Ціла раціональна функція (многочлен) інтегрується так: 
( )
1 2
1
0 1 1 0 1 11 2
n n
n n
n n n n
x x xa x a x a x a dx a a a a x C
n n
+
-
- -+ + + + = + + + + ++ò K K   
Інтеграл дробової раціональної функції можна знайти, якщо 
записати його як суму елементарних доданків. 
Якщо степінь многочлену чисельника ( )P xé ùë û  більше або 
дорівнює степені многочлену знаменника, то після ділення 
многочлену ( )P x  на многочлен ( )Q x , одержимо цілу раціональну 
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функцію ( )N x  і дробово-раціональну функцію ( )( )
1P x
Q x
. Степінь 
многочлену ( )1P x  буде меншим за степінь многочлену ( )Q x : 
 ( )
( ) ( )
( )
( )
1P x P xdx N x dx
Q x Q x
æ ö
= +ç ÷
è ø
ò ò .  
Інтегрування цілої раціональної функції не викликає 
труднощів, а правильний раціональний дріб можна записати як 
суму алгебраїчних дробів, які завжди можна інтегру-вати: 
( )m
A
x a-
 та 
( )2 n
Mx N
x px q
+
+ +
, де m і n – цілі додатні числа. 
Щоб записати правильний раціональний дріб у вигляді суми 
алгебраїчних дробів, необхідно розкласти знаменник ( )Q x  на 
найпростіші множники. 
1. Якщо рівняння ( ) 0Q x =  має тільки дійсні корені, і вони є 
різними, то одержимо всі доданки вигляду 
( )
A
x a-
: 
 ( )
( )
1 1 2
1 2
n
n
P x A A Adx dx dx dx
Q x x a x a x a
= + + +
- - -ò ò ò òK .  
2. Якщо рівняння ( ) 0Q x =  має тільки дійсні, але кратні 
корени, кратності k , тоді:  
 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2
2
k
k k
P x B B dx B dx B dxdx dx
Q x x bx b x b x b
= = + + +
-- - -ò ò ò ò òK .  
3. Якщо рівняння ( ) 2 0Q x x px q= + + =  не має дійсних 
коренів, але має одну пару комплексних спряжених чисел ( );a a , 
тоді:     ( )
( )
1
2
P x Cx Ddx dx
Q x x px q
+
=
+ +ò ò .  
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4. Якщо рівняння ( ) ( )2 tQ x x px q= + +  має пару 
комплексних спряжених чисел кратності t, тоді 
 
( )
( ) ( )
( ) ( )
1
2
1 1 2 2
22 2 2
.t
t
t t
P x Mx Ndx dx
Q x x px q
M x N M x N M x Ndx dx dx
x px q x px q x px q
+
= =
+ +
+ + +
= + + +
+ + + + + +
ò ò
ò ò òK
 
У всіх вищевикладених формулах є невизначені коефіцієнти 
A, B, C, D, M та N. Для визначення цих коефіцієнтів треба скласти 
систему рівнянь, застосовуючи властивість рівності коефіцієнтів з 
однаковими степенями змінної х лівої та правої частин даних 
формул. 
У загальному випадку рівняння ( ) 0Q x =  може мати дійсні 
та комплексно-спряжені корені одночасно, і тоді у розкладанні 
правильного раціонального дробу будуть присутні доданки всіх 
наведених формул. 
Методику інтегрування дробово-раціональних функцій 
розглянемо на прикладах.  
Приклад 16. Знайти інтеграл ( )
3
2
1x
dx
x x
+
-ò . 
Розв’язання. Задана підінтегральна функція – це неправильний дріб 
(найбільший степінь змінної x  у чисельнику дорівнює 3, а найбільший 
степінь змінної x  у знаменнику дорівнює 2). Виділимо цілу частину 
дробу, для цього поділимо чисельник дробу ( )3 3 21 3 3 1x x x x+ = + + +  на 
знаменник дробу 2x x- , одержимо: 
3 2 2
3 2
2
2
3 3 1
4
4 3 1
4 4
7 1
x x x x x
x x x
x x
x x
x
+ + + -
- +
+ +
-
+
 
Підінтегральний вираз можна подати у вигляді: 
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( )3 3 2
2 2 2
1 3 3 1 7 14
x x x x xx
x x x x x x
+ + + + +
= = + +
- - -
. 
Правильний дріб 2
7 1x
x x
+
-
 можна записати як суму доданків: 
2
1 2
7 1
1
x A B A B
x x x x x x x x
+
= + = +
- - - -
, тому що корені рівняння 2 0x x- =  є 
різними дійсними числами 1 0x = , 2 1x = . 
Знайдемо невідомі коефіцієнти А і В, для цього дорівняємо коефіцієнти 
однакових степенів змінної x  в одержаній рівності. Зведемо до 
спільного знаменника праву частину останньої рівності: 
( )
( ) ( )
( )
( )2
1
17 1 .1 1 1 1
x x
A x Bx A B x Ax Ax A BxA B
x x x x x x x xx x
-
- + + -+ - += + = = =
- - - --
 
У рівності ( )
( )2
7 1
1
A B x Ax
x x x x
+ -+
=
- -
 знаменник лівої та правої частин є 
однаковим ( )2 1x x x x- = - . Для того щоб дроби були рівними, 
чисельники також мають бути рівними: ( )7 1x A B x A+ = + - . Ось чому, 
7A B+ =  і 1A- = . Ми одержали систему двох рівнянь, з якої знайдемо 
коефіцієнти A  і B : 
7
1, 8.
1
A B
A B
A
+ =ì
Þ = - =í- =î
 Отже, 2
7 1 1 8
1
x
x x x x
+ -
= +
- -
, 
а всі підінтегральні вирази можна записати так: 
( )3
2 2
1 7 1 1 84 4
1
x xx x
x x x x x x
+ +
= + + = + - +
- - -
. 
Таким чином, заданий інтеграл можна записати у вигляді суми 
інтегралів, які легко обчислити: 
( )3
2
1 1 8 84 4
1 1
x dxdx x dx xdx dx dx
x x x x x x
+ æ ö= + - + = + - + =ç ÷- - -è øò ò ò ò ò ò  
Cxxxx +-+-+= 1ln8ln4
2
2
. 
Перевірка. Знайдемо похідну від одержаного виразу: 
2 2 1 14 ln 8ln 1 4 8
2 2 1
x xx x x C
x x
¢
æ ö
+ - + - + = + - + =ç ÷ -è ø
 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
2 24 8 11 1 1 8
4 1 1
x
x x x x x x xx x x x x
x x x x x
- + - + - +- - -
= + - + = =
- -
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( ) ( )
( )33 2 2 3 2
2
14 4 8 1 3 3 1
1 1
xx x x x x x x x x
x x x x x x
+- + - + - + + + +
= = =
- - -
. 
Одержаний вираз ( )
3
2
1x
x x
+
-
 – це підінтегральна функція. Інтеграл 
знайдено правильно. 
Відповідь. ( )
3 2
2
1
4 ln 8ln 1
2
x xdx x x x C
x x
+
= + - + - +
-ò . 
Приклад 17. Знайти інтеграл 
3 2
4
4 2 1x x x dx
x x
+ - +
+ò . 
Розв’язання. Підінтегральний вираз являє собою правильний дріб. 
Розкладемо знаменник дробу ( )( )4Q x x x= +  на множники та 
дорівняємо його до нуля: ( ) ( ) ( )4 3 21 1 1 0x x x x x x x x+ = + = + - + = . 
Коренями цього рівняння будуть два дійсних числа: 1 0x = , 2 1x = -  та 
пара комплексних спряжених чисел: 3,4 1 3x i= ± . Ось чому 
підінтегральний дріб можна записати у вигляді суми алгебраїчних 
дробів: 
 
( )
( ) ( )
3 2
1 2
22
4 2 1
1 11 1
x x x dx A A Bx C dx
x x x xx x x x
+ - + +æ ö= + +ç ÷+ - ++ - + è øò ò . (*) 
Дорівняємо підінтегральні вирази лівої та правої частини одержаного 
виразу (*): 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
2 23 2
1 2
2 2
1 1 1 14 2 1
1 1 1 1
A x x x A x x x Bx C x xx x x
x x x x x x x x
+ - + + × - + + + × ++ - +
=
+ - + + - +
. 
Після перетворень одержимо: 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
3 23 2
1 2 2 2 1
2 2
4 2 1
1 1 1 1
A A B x B C A x C A x Ax x x
x x x x x x x x
+ + + + - + + ++ - +
=
+ - + + - +
. 
Помножимо ліву та праву частину рівності на ( ) ( ) ( )21 1Q x x x x x= + - + , 
тоді ( ) ( ) ( )3 2 3 21 2 2 2 14 2 1x x x A A B x B C A x C A x A+ - + = + + + + - + + + . 
Дорівнюючи коефіцієнти однакових степенів x , одержимо чотири 
рівняння, з яких знайдемо 1 2, ,A A B  і C :   
1 2
2
2
1
1
4
2
1.
A A B
B C A
C A
A
+ + =ì
ï + - =
í + = -ï
=î
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Розв’язанням цієї системи рівностей будуть: 1 21, 2, 2, 0A A B C= = - = = . 
Підставимо одержані значення 1 2, ,A A B  і C  у формулу (*): 
3 2
1 2
4 2
4 2 1
1 1
A Ax x x Bx Cdx dxx xx x x x
æ ö+ - + += + + =ç ÷++ - +è øò ò  
2 2
1 2 2 221 11 1
x dx dx xdxdxx x x xx x x x
æ ö= - - = - -ç ÷+ +- + - +è øò ò ò ò . 
Знайдемо кожний з інтегралів окремо. Перший інтеграл – це табличний 
інтеграл: 1 ln
dxI xx= =ò . 
У другому інтегралі 2 2 1
dxI x= +ò  зробимо заміну змінної 1t x= + , тоді 
dt dx= , і ми одержимо табличний інтеграл відносно t : 
2 2 2 2ln 2ln 11
dx dtI t xx t= = = = ++ò ò . 
У третьому інтегралі 3 2
2
1
xdxI
x x
=
- +ò  додамо та віднімемо 1 у 
чисельнику, тоді: 3 4 52 2 2
2 1 1 2 1
1 1 1
x x dxI dx dx I I
x x x x x x
- + -
= = + = +
- + - + - +ò ò ò . 
У інтегралі 4I  введемо нову змінну 
2 1U x x= - + , одержимо 
( )2 1dU x dx= - , тоді: 24 2
2 1 ln 1
1
x dUI dx x x
x x U
-
= = = - +
- +ò ò . 
Інтеграл 5 22 22 1 31 1 3
4 4 2 2
dx dx dxI
x x x x x
= = =
- + æ öæ ö- + + - + ç ÷ç ÷
è ø è ø
ò ò ò . 
Якщо в інтегралі 5I  позначити 
1
2
z x= - , тоді dz dx=  і ми одержимо: 
5 2 22 2
2
1 1 3 3
2 2 2
dx dx dzI
x x
x z
= = = =
- + æ ö æ öæ ö- + +ç ÷ ç ÷ç ÷
è ø è ø è ø
ò ò ò  
( )2 1 21 1 2 2 1arctg arctg arctg .
3 3 3 2 3 3 3
2 2 2
xz x- -
= = =
×
 
Знайдемо 23 4 5
2 2 1ln 1 arctg
3 3
xI I I x x -= + = - + + . Отже можна записати, 
що 
3 2
1 2 34
4 2 1 ln 2ln 1x x xI dx I I I x x
x x
+ - +
= = - + = - + +
+ò  
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( )
( )
2
2
2
12 2 1 2 2 1ln 1 arctg ln arctg .
3 3 3 31
x x xx xx x C C
x
× - +- -
+ - + + + = + +
+
 
Відповідь. 
( )
( )
23 2
24
14 2 1 2 2 1ln arctg .
3 31
x x xx x x xdx C
x x x
× - ++ - + -
= + +
+ +ò  
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Які основні методи інтегрування ви знаєте? 
2. Які способи застосовують, якщо використовується метод 
розкладання? 
3. Напишіть формулу інтегрування частинами. 
4. Що позначають як U, а що як dV в інтегралі вигляду 
( ) lnP x x dxò  та інтегралах вигляду ( ) sinP x x dxò ? 
5. У яких випадках застосовується метод заміни змінної в 
процесі інтегрування? 
12.5. Поняття визначеного інтегралу та його основні 
властивості 
У системі координат xOy  розглянемо плоску фігуру ABCD 
(рис. 12.1). Цю фігуру називають криволінійною трапецією. 
 
Рисунок 12.1 
s 
nx b=  
D  
B  
A  
( )iy f x=  
0  1ix -  ix  1nx -  0x a=  1x  2x  K K x  
nx b=  
y  
C  
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Криволінійна трапеція – це фігура, яка обмежена віссю Оx, 
лінією ( )y f x=  та двома прямими x a=  і x b= . 
Довільна пряма, що паралельна осі Оу, перетинає лінію 
( )y f x=  тільки в одній точці. 
Інтервал [ ];a b  на осі Оx називають основою криволінійної 
трапеції. Поділимо інтервал [ ];a b  на n частин точками 0 ,x  1,x  ... , 
nx  та на кожному новому інтервалі побудуємо прямокутник з 
основою ( )1i i ix x x x -D D = -  і висотою ( )if x . Площа i-го 
прямокутника дорівнює ( )i if x xD , а сума всіх площин буде: 
 ( ) ( ) ( )
1
0 0 1 1 1 1
0
( )
n
n n n i i
i
S f x x f x x f x x f x x
-
- -
=
= D + D + + D = DåK .  
Якщо 0ixD ®  (n ® ¥ ) площа криволінійної трапеції 
дорівнює lim nnS S®¥= . Границя не залежить від способу ділення 
інтервалу [ ];a b  на частини, необхідно тільки, щоб найбільший з 
xD  прямував би до нуля. 
ТЕОРЕМА. Для будь-якої функції ( )f x , неперервної на [ ];a b , 
існує границя ( )
1max 0
lim
i
n
i in ix
f x x
® ¥
=D ®
Då , і ця границя не залежить від 
способу ділення інтервалу та від вибору точок розбивки ix . 
Суму ( )
1
0
n
i i
i
f x x
-
=
Då  називають інтегральною сумою функції 
( )f x  на інтервалі [ ];a b . 
Операцію знаходження границі цієї суми називають 
інтегруванням функції на інтервалі. 
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Границю інтегральної суми називають визначеним 
інтегралом функції ( )f x  на інтервалі [ ];a b : ( )lim
b
nn
a
S f x dx
® ¥
= ò . 
Отже, площу криволінійної трапеції знаходять за формулою: 
( ) ,
b
a
S f x dx= ò  де а – нижня границя інтегрування; b – верхня 
границя інтегрування; [ ];a b  – інтервал інтегрування. 
Властивості визначених інтегралів 
1. ( ) ( ) , const
b b
a a
k f x dx k f x dx k= -ò ò . 
2. ( ) ( ) ( ) ( )
b b b
a a a
f x x dx f x dx x dxj j+ = +é ùë ûò ò ò . 
3. ( ) ( )
b a
a b
f x dx f x dx= -ò ò . 
4. ( ) ( ) ( )
b c b
a a c
f x dx f x dx f x dx= +ò ò ò ,    [ ];c a bÎ . 
5. ( ) ( ) [ ]0, якщо 0 на ;
b
a
f x dx f x a b³ ³ò . 
6. ( ) 0, якщо
b
a
f x dx a b= =ò . 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Для обчислення визначених інтегралів застосовують 
основну формулу інтегрального обчислення – формулу 
Ньютона-Лейбниця: ( ) ( ) ( ) ( ) ,
b
a
b
f x dx F x F b F a
a
= = -ò  де 
( )F x  – первісна функції ( )f x . 
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Слід підкреслити, що невизначений інтеграл – це функція, 
визначений інтеграл – це число. 
Приклад 18. Обчислити визначений інтеграл ( )
3
3 2
2
2 5x x dx+ -ò . 
Розв’язання. Знайдемо первісну підінтегральної функції: 
( )
4 3
3 22 5 2 5
4 3
x xx x dx x+ - = × + -ò . 
Застосуємо формулу Ньютона-Лейбниця: 
( )
33 4 3 4 3 4 3
3 2
2 2
3 3 2 2 2032 5 5 5 3 5 2
2 3 2 3 2 3 6
x xx x dx x
æ ö æ ö æ ö
+ - = + - = + - × - + - × =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
ò . 
Відповідь. ( )
3
3 2
2
2032 5
6
x x dx+ - =ò . 
Приклад 19. Обчисліть визначений інтеграл 
2
0
cos x dx
p
ò . 
Розв’язання. Знайдемо первісну підінтегральної функції та використаємо 
формулу Ньютона-Лейбниця: 
2
2
0
0
cos sin sin sin0 1
2
x dx x
p
p p
= = - =ò . 
Відповідь. 
2
0
cos 1x dx
p
=ò . 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Яку фігуру називають криволінійною трапецією? 
2. Скільки точок перетину з графіком кривої ( )y f x=  може мати 
будь-яка пряма, що паралельна до осі Оу в інтервалі [ ];a b ? 
3. Як називають вираз 
1
0
( )
n
i i
i
f x x
=
=
Då ? 
4. Як називають границю інтегральної суми ( )lim
b
nn
a
S f x dx
® ¥
= ò ? 
5. Чому дорівнює площа криволінійної трапеції? 
s 
Інтеграли та їх застосування 
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12.6. Методи визначеного інтегрування 
Правила невизначеного інтегрування можна застосувати і 
для обчислення визначених інтегралів. 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Формула інтегрування частинами для визначеного 
інтегралу буде такою: 
 ( )
b b
a a
b b
U dV U V V dU UV V dU
a a
× = × - × = - ×ò ò ò . 
Пример 20. Знайти інтеграл ( )ò ×-
6
0
3sin2
p
dxxx . 
Розв’язання. Позначимо xU -= 2 , а dxxdV 3sin= . Знайдемо, що 
( ) dxdxxdU -=×¢-= 2 , а 
3
3cos3sin xdxxV -== ò . 
Використаємо формулу інтегрування частинами: 
( ) ( ) ( )
6 66
0 00
cos3 cos32 sin3 2
3 3
x xx x dx x dx
p pp
é ùæ ö æ ö- × = - × - - - × - =ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
ò ò  
( ) ( )
66
00
cos3 3cos3 12
3 3 3
x d xxx
pp
é ùæ ö= - × - - =ç ÷ê úè øë û ò
 
( )
6 6
0 0
1 12 cos3 sin3
3 9
x x x
p p
= - - × - =é ùë û  
( )1 2 3cos3 2 0 3cos3 0 sin 3 sin 3 0
9 6 6 6
p p pé ùæ ö= - - × × - - × × + × - × =ç ÷ê úè øë û
 
[ ]1 50 2 3 1 0
9 9
= - - × + - = . 
Відповідь. ( )
6
0
52 sin3
9
x x dx
p
- × =ò = 9
5 . 
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Приклад 21. Обчислити інтеграл 
4
1
ln
e
x x dxò . 
Розв’язання. Позначимо lnU x= , а dV x dx= .  
Знайдемо ( )ln dxdU x dx
x
¢= =  і 
3
1 2
2 2 2
3 3
xV dV x dx x dx x x= = = = =ò ò ò . 
Застосуємо формулу інтегрування частинами: 
4
4 44 4
1 11 11
2 2 2 2 2ln ln ln
3 3 3 3 3
e e ee e x x dxx x dx x x x x x x x x
x
×
= × × - × = × × - × × =ò ò  
4
4 4 4
1
2 2 2 2 2 2ln ln 1 1 ln1
3 3 3 3 3 3
e
x x x e e eæ ö æ ö æ ö= - + = × × - + - × × - + =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø
 
( )6 62 2 2 2 44 5 13 3 3 3 9e e
æ ö æ ö= × - + - × - = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
. 
Відповідь. ( )
4
6
1
4ln 5 1
9
e
x x dx e= +ò . 
 
 
ЗАПАМ’ЯТАЙТЕ! 
Формула заміни змінної для визначених інтегралів буде 
такою: ( ) ( ) ( )
2 2
1 1
x t
x t
f x dx f t t dt¢= Y × Yé ùë ûò ò , де ( )x t= Y  – 
неперервна функція, яку можна диференціювати на інтервалі 
[ ]1 2;t t . Інтервал [ ]1 2;t t  не може бути вужче від інтервалу [ ]1 2;x x , 
де інтегрується неперервна функція ( )f x . 
 
Аналізуючи цю формулу, можна зробити висновок, що 
підінтегральний вираз перетворюється так само, як за допомогою 
заміні змінної в невизначеному інтегралі. Попередні границі 
інтегрування 1x  і 2x  зв’язані з новими границями інтегрування 1t  і 
2t , так, як попередня змінна x  зв’язана з новою змінною t . 
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Приклад 22. Знайти визначений інтеграл ( )
3
3
2
2 1x dx-ò . 
Розв’язання. Введемо нову змінну: 2 1t x= - , тоді 2dt dx= , звідки 
2
dtdx = . 
Нові границі інтегрування будуть такі: якщо 1 2x = , 1 3t = ; якщо 2 3x = , 
2 5t = . Маємо: ( )
53 5 5 4 4 43 3 3
32 3 3
1 5 32 1 682 2 8 8 8
dt tx dx t t dt- = × = = = - =ò ò ò . 
Відповідь. ( )
3
3
2
2 1 68x dx- =ò . 
Часто заміну змінної у визначеному інтегралі можна 
виконати за формулою ( )U xj=  і виразити нову змінну за 
допомогою старої. Тоді нові границі інтегрування 1U  та 2U  
доцільно знаходити за формулами ( )1 1U xj= , а ( )2 2U xj= . 
Приклад 23. Знайти інтеграл 
2
2
0
sin
1 cos
xI dx
x
p
=
+ò . 
Розв’язання. Введемо нову змінну cosU x= . Тоді sindU x dx= - , а границі 
інтегрування обчислюємо так: 1 cos0 1U = = , 2 cos 02
U p= = . 
Перепишемо інтеграл з новою змінною і обчислимо його. 
0 12 1
2 2 2
00 1 0
sin arctg 41 cos 1 1
x dU dUI dx U
x U U
p
p-= = = = =
+ + +ò ò ò . 
Відповідь. 
2
2
0
sin
41 cos
xI dx
x
p
p= =
+ò . 
Застосовуючи симетричну границю [ ];a a- , можна показати, 
що визначений інтеграл дорівнює нулю, якщо підінтегральна 
функція непарна, і дорівнює ( )
0
2
a
f x dxò , якщо підінтегральна 
функція є парною: ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
0
якщо
якщо
0 , ,
2 , .
a
a
a
f x f x
f x dx f x dx f x f x
-
ì = - -
ï= í = -ïî
ò ò
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Приклад 24. Знайти інтеграл 
1
5
1
x dx
-
ò . 
Розв’язання. Підінтегральна функція непарна, тому що 
( ) ( ) ( )5 5f x x x f x- = - = - = - , отже,
1
5
1
0x dx
-
=ò . Зробимо перевірку. 
Перевірка. Знайдемо інтеграл, використовуючи формулу Ньютона-
Лейбниця: 
( )1 61 65
1 1
11 1 1 0
6 6 6 6 6
xx dx
- -
-
= = - = - =ò . 
Відповідь. 
1
5
1
0x dx
-
=ò . 
Приклад 25. Знайти інтеграл 
1
4
1
x dx
-
ò . 
Розв’язання. Підінтегральна функція парна ( )44 4x x x= - = , отже 
11 1 5
4 4
1 0 0
22 2
5 5
xx dx x dx
-
= = × =ò ò . 
Перевірка. Знайдемо інтеграл, використовуючи формулу Ньютона-
Лейбниця: 
( )1 51 5 54
1 1
11 1 1 2
5 5 5 5 5 5
xx dx
- -
-
= = - = + =ò . 
Відповідь. 
1
4
1
2
5
x dx
-
=ò . 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Напишіть формулу інтегрування частинами для визначеного 
інтегралу. 
2. Як перетворити підінтегральний вираз, якщо застосовуємо 
заміну змінної? 
3. Як знайти нові границі інтегрування? 
4. Чому дорівнює визначений інтеграл за симетричною 
границею? 
s 
Інтеграли та їх застосування 
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12.7. Обчислення площ плоских фігур, довжини дуги 
плоскої кривої, об’єму тіл обертання, площі поверхні 
обертання  
12.7.1. Обчислення площі плоскої фігури 
Площа плоскої фігури визначається за формулою:  
 ( )
b
a
S f x dx= ò .  
Розглянемо розв'язання деяких завдань. Будемо розв'язувати 
завдання за наступною схемою. 
1. Виконати креслення. 
2. Знайти границі інтегрування. 
3. Обчислити площу плоскої фігури за формулою. 
Приклад 26. Обчислити площу фігури, яка обмежена кривою лінією 
21 1,
2
y x= +  прямими лініями 2x = - , 3x =  та віссю Ox . 
 
Рисунок 12.2 
Розв’язання. 1) Виконаємо креслення. Для цього в системі координат хОу 
побудуємо графіки заданих формулами функцій. З рисунку 12.2 ми 
бачимо, що необхідно обчислити площу криволінійної трапеції АВСDЕ.  
3x =  2x = -  0  x  
y  
3  
5  
21 1
2
y x= +  
A  
B  
C  
D  
E  
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2) Границі інтегрування визначаємо як границі зміни аргументу x . Крива 
ВСD перетинається з прямою 2x = -  у точці ( )2; 3B - , а з прямою 3x =  у 
точці 13; 5
2
Dæ öç ÷
è ø
. Ми бачимо, що мінімальне значення аргумент приймає 
у точці В, де 2x = - , а максимальне значення – у точці D, де 3x = .Отже, 
нижня границя інтегрування 2a = - , а верхня границя 3b = . 
3) Обчислюємо площу за формулою: ( )
b
a
S f x dx= ò . Тоді: 
( ) ( )
33 3
32
2
2 2
1 1 1 51 27 8 3 2 10
2 2 3 6 6
xS x dx x
-
- -
æ ö= + = × + == + + + =ç ÷
è øò  кв. од. 
Відповідь. Площа криволінійної трапеції дорівнює 510
6
 квадратних 
одиниць (кв.од.). 
Приклад 27. Обчислити площу фігури, яка обмежена кривою siny x=  і 
віссю Ox  на півперіоді зміни аргументу x .  
Розв’язання. 1. Побудуємо графік функції siny x=  на півперіоді зміни 
аргументу x . 
 
Рисунок 12.3 
Нам необхідно обчислити площу криволінійної трапеції OАК (рис. 12.3). 
2. Нижня границя інтегрування 0a = , а верхня границя b p= . 
3. Площу обчислюємо за формулою: ( )
b
a
S f x dx= ò . 
( )
0
0
sin cos cos cos 0 cos 1 1 2
0
S x dx x x
p p
p
p
= = - = = - = - - =ò o  кв.од. 
Відповідь. Площа фігури становить 2 квадратні одиниці. 
2
p  
O  K  
1 
0  x  
y  
A  
p  
Інтеграли та їх застосування 
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Приклад 28. Обчислити площу фігури, обмеженою кривою 21
2
y x=  і 
прямою 1 1.
2
y x= +  
Розв’язання. 1. Побудуємо графіки функцій 21
2
y x=  і 1 1.
2
y x= +  
 
Рисунок 12.4 
Необхідно знайти площу криволінійної трапеції АВО (рис. 12.4). 
2. Знайти границі інтегрування можна, якщо вирішити спільно систему 
рівнянь: 
21
2
1 1
2
y x
y x
ì =ïï
í
ï = +
ïî
, тоді 21 1 1
2 2
x x= + , звідки 2 2 0x x- - = . 
Розв'язанням цього рівняння є координати x  (абсциси) точок перетину 
графіків функцій. Ці координати дорівнюють 1Ax = -  і 2Bx = . 
Нижньою границею інтегрування буде 1a = - , а верхньою буде 2b = . 
3. Площа криволінійної трапеції буде дорівнювати: ABO KABM KAOBMS S S= - , 
тобто різниці площин трапецій KABMS та KAOBMS . 
Площа трапеції 
1 2 152 3
2 2 4KABM
AK BMS KM
++
= × = × =  кв. од. 
Площа трапеції 
22 3
2
1 1
1 8 1 9
2 6 6 6 6KAOBM
xS x dx
- -
= = = + =ò  кв. од. 
15 9 90 36 54 9
4 6 24 24 4ABO
S -= - = = =  кв. од. 
Відповідь. Площа трапеції АВО дорівнює 9
4
 квадратних одиниць. 
M  
B  
O  K  1-  
A  
2-  
1 
0  x  
y  
2  
2  1 
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12.7.2. Обчислення довжини дуги плоскої кривої 
Довжина кривої лінії – це границя, до якої прямує довжина 
вписаної в неї (або описаної) ламаної, якщо число її сторін 
збільшується необмежено і якщо найбільша з них прямує до нуля. 
У прямокутній системі координат диференціал довжини 
( )y f x=  дорівнює ( )21dl y dx¢= + , а довжина дуги 
обчислюється за формулою: 
( )
( )
( ) ( )2 21 1
x y
x y
l dl y dx x dy
B B
A A
B
A
¢ ¢= = + = +ò ò ò . 
Приклад 29. Знайти довжину дуги кола 2 2 4x y+ =  між точками 1 0x =  і 
2 2x = . 
Розв’язання. За формулою довжини дуги знайдемо: ( )ò ¢+=
2
0
21 dxyl . 
З рівняння кола знайдемо, що 24y x= - , а похідна буде такою: 
( ) ( ) ( )
1 1
2 22 2
2 2
1 24 4 2
2 2 4 4
x xy x x x
x x
-
¢
é ù
¢ = - = × - - = - = -ê ú
- -ë û
m . 
Підставимо значення похідної 
24
xy
x
¢ = -
-
 у формулу ( )ò ¢+=
2
0
21 dxyl . 
Одержимо: 
2 2 22
2 2 2
0 0 0
241 2 2arcsin 2
04 4 2 24
x dx xl dx dx
x x x
p p= + = = × = = × =
- - -ò ò ò
. 
Перевірка. Ми знаємо, що довжина кола дорівнює 2C Rp= .  
Якщо 2R =  довжина всього кола 4C p= .  
У нашому прикладі рівняння 2 2 4x y+ =  описує коло радіуса 2R =  з 
центром у початку координат.  
Довжина дуги кола від 1 0x =  до 2 2x =  складає 
1
4
 частини довжини 
всього кола, отже: 1 4
4 4
l C p p= = = .  
Відповідь. Довжина дуги кола дорівнює p . 
Інтеграли та їх застосування 
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12.7.3. Обчислення об’єму тіла обертання  
Якщо тіло утворюється обертанням криволінійної трапеції 
ABCD навколо осі Ох (рис. 12.5), то будь-який його плоский 
перетин, перпендикулярний до осі Ох, уявляє собою коло. Радіус 
цього кола дорівнює ординаті кривої ( )y f x= . 
 
Рисунок 12.5 
Площа перетину ( )S x , яка відповідає абсцисі х, буде 
дорівнювати 2yp . Елементарний об’єм, що відповідає приросту 
dx , буде дорівнювати об’єму елементарного циліндру 
2dV y dxp= . 
Повний об’єм тіла обертання визначається формулою: 
 ( )
2 2 2
1 1 1
2 2
1 2
x x x
x x x
V dV y dx y dx x xp p= = = <ò ò ò .  
Об’єм тіла, яке створене обертанням криволінійної трапеції 
навколо осі Оу, буде визначатися формулою: 
 ( )
2 2
1 1
2 2
1 2
y y
y y
V x dy x dy y yp p= = <ò ò .  
2x  1x  
B 
D 
C 
A 
dx  
x  
y  
0  
( )y f x=  
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Приклад 30. Знайти об’єм тіла, яке утворене обертанням криволінійної 
трапеції 2 2y px=  навколо осі Ox , якщо 1x a= , 2x b= . 
Розв’язання. Побудуємо параболу 2 2y px=  та прямі 1x a=  і 2x b= . 
Одержимо частину параболоїда шляхом обертання навколо осі Ox . Його 
об’єм будемо обчислювати за формулою 2
b
a
V y dxp= ò . Тоді одержимо: 
( )
2
2 22 2
2
bb
a a
xV pxdx p p b ap p p= = = × -ò . 
Відповідь. ( )2 2V p b ap= × - . 
12.7.4. Обчислення площі поверхні обертання  
Диференціал площі поверхні, яку одержано в процесі 
обертання дуги плоскої кривої навколо осі Ох, записують так: 
( )22 2 1dS ydl y yp p ¢= = + . 
 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
Площа поверхні обертання обчислюється за формулою: 
 ( ) ( )
2 2
1 1
2 22 1 2 1
x x
x x
S y y dx y y dxp p¢ ¢= + = +ò ò . 
При обертанні дуги навколо осі Оу площа поверхні 
дорівнює:    ( )
2
1
22 1
y
y
S x x dyp ¢= +ò  
Приклад 31. Знайти площу поверхні, яку утворено при обертанні дуги 
кубічної параболи 3y x=  навколо осі Ox , між прямими 1 0x =  і 2
2
3
x = . 
Розв’язання. Використаємо формулу обчислення площі обертання дуги 
кривої навколо осі Ox : 
 ( )
2
1
22 1
x
x
S y y dxp ¢= +ò . Одержимо: 
2
3
3 4
0
2 1 9S x x dxp= +ò . 
Інтеграли та їх застосування 
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Для обчислення інтеграла введемо нову змінну: 41 9z x= + , тоді 
336dz x dx= , а границі інтегрування будуть дорівнювати: 1 1z = , 2
25
9
z = . 
25
25 25 3 39
19 9 2 2
2
1 1
1
2 25 1252 1 1
36 18 18 3 27 9 27 27
z dz zS z dzp p p pp
é ù× æ ö é ùê ú= = = × = × - = -ç ÷ ê úê úè ø ë û
ë û
ò ò . 
Відповідь. 125 1
27 27
S p æ ö= -ç ÷
è ø
. 
 
 
Дайте відповіді на запитання 
1. Назвіть формули обчислення площі криволінійної трапеції. 
2. Як знайти площу будь-якої плоскої фігури у прямокутній 
системі координат? 
3. Як знайти об’єм тіла за допомогою визначеного інтеграла? 
4. Чому дорівнює об’єм тіла обертання? 
5. Як знайти довжину дуги плоскої кривої? 
6. Якою формулою визначається площа поверхні обертання? 
 
 
Завдання для самостійної роботи № 23 
I. Знайти невизначені інтеграли. 
1) ( )23 2 5x x dx- +ò ; 2) ( )
2
22
x x dx
x
-
-ò ; 3) 
2
2 1
x dx
x +ò ; 4) 
2 lnx x dxò ; 
5) ( )1003 1x dx+ò ;  6) 3xe x dx×ò ;   7) sin3x dxò ; 8) 2cos x dxò . 
II. Обчисліть визначені інтеграли. 
1) ( )
2
2
1
2 3x x dx- +ò ; 2) 
( )
1
sin lne x
dx
xò ; 3) ( )
8
3
0
2x x dx+ò ; 
4) 
2
0
cosx x dx
p
ò ;  5) 
4
2
3 4 5
dx
x x+ +ò ; 6) 1
ln
e
x dxò . 
s 
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III. Обчисліть площі плоских фігур, які обмежені лініями: 
1) кривої 
2
2
xy =  і прямими лініями 1x =  та 3x = ; 
2) кривої 22x y y= - -  і віссю Оу; 
3) кривої 22y x= -  і кривої 2 2y x= ; 
4) кривої 3y x= , прямої 8y =  і віссю Оу; 
5) прямої 3 2y x= -  і кривої 2y x= . 
IV. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням фігур, які 
обмежені лініями: 
1) 2 6y x=  і 5x =  навколо осі Ох; 
2) 
2 2
1
16 9
x y
+ =  навколо осі Оу; 
3) 2 2x y=  і 2 2 3 0x y+ - =  навколо осі Ох. 
V. Знайти довжину дуги плоскої кривої. 
1) 2 3y x=  від початку координат до точки ( )4; 8A ; 
2) 2y x=  від 0x =  до 1x = ; 
3) xy e=  від ( )0;1A  до ( )1;B e ; 
4) 
2
1
2
xy = - , який обмежено віссю Ох. 
VI. Знайти площу поверхні обертання: 
1) еліпсу 2 23 4 12x y+ =  навколо осі Оу; 
2) дуги кола ( )22 3 25x y+ - =  навколо осі Оу між точками, де 
1 2y = - , 2 8y = ; 
3) дуги параболи 2 2y x=  навколо осі Ох між точками перетину її 
з прямою 2 3x = . 
Відповіді на завдання для самостійної роботи 
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ВІДПОВІДІ НА ЗАВДАННЯ ДЛЯ 
САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
 
 
АРИФМЕТИКА (початкові відомості) 
Самостійна робота № 2 
II.  1) На 2; 2) На 71; 3) У 9 разів; 4) У 20 разів. 
IV. а) 385572; б) –20282; в) 467980; г) 9370; д) 665150; є) 279911. 
Самостійна робота № 3 
VI. а) Так; б) Ні; в) Так; г) Ні. 
VII. а) 2, 4, 10; б) 2, 4, 8, 16; в) 4, 8, 12, 16; г) 6, 12. 
Самостійна робота № 4 
III. 61
3
; 17
5
; 35
4
; 123
8
; 229
191
; 739
7
.  
IV. 32
23
; 716
8
; 53
12
; 45
17
; 11
3
; 1071
221
.  
V. а) 105
112
; б) 113
395
; в) 13,25; г) 61; д) 0,4- ; є) 11
70
; ж) 1. 
Самостійна робота № 5 
II. а) 4,5 ; б) 4 ; в) 3,25 ; г) 2,05- ; д) 0,64 ; є) 343
110
; ж) 125
1264
; з) 74
27
.  
III. а) 51; б) 1; в) 0,35; г) 90,00225
4000
= .  
IV. а) 600; б) 22
3
; в) 1137
12
; г) 30000.  
V. а) 200%; б) 37б5%; в) 1131
19
%; г) 88
9
%.  
VI. 1000.   VII. 12.    
VIII. 65%.   IX. 424,36 грн. 
Відповіді на завдання для самостійної роботи 
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МНОЖИНИ 
Самостійна робота № 6 
II.  1) 2, 4, 6, 8, 10; 2) 3, 5, 7, 11, 13; 3) 5, 10, 15, 20, 25.  
VI. 1) –9; 2) 16; 3) –5; 4) 31; 5) не існує.  
IX. 1) 0x > ; 2) 3,7 4x< £ ; 3) Æ ; 4) 3 5x£ < ; 5) 1 4x£ < .  
XIV. 1) ] [;-¥ + ¥ ; 2) [ ]2; 6 ; 3) ] [1; 7- ; 4) [ ]8; 8- .  
XVI. 1) ] [; 3-¥ - ; 2) [ [2; 3 ; 3) ] [; 1-¥ - . 
 
АЛГЕБРАЇЧНІ ВИРАЗИ ТА ДІЇ З НИМИ 
Самостійна робота № 7 
I. а) 3 2 51
6
n m ma b c+ +× × ; б) 
2 8
2
4
13
b c
a
; в) 6 32,16a b ; г) 128 ; д) 4- ; є) 81
32
- ; 
ж) 4 6 89
4
a b c- ; з) 3 29,025 k nx y z+ ; і) 3
2
b ; к) 29
72
.  
II. а) 22- ; б) 32- ; в) 35- ; г) 
42
3
-
æ ö
ç ÷
è ø
; д) 110- ; є) 410- ; ж) 12- ; з) 1x- ; і) 
2
3
x -æ ö
ç ÷
è ø
; 
к) 
3
2
x -æ ö
ç ÷
è ø
; л) 
14
17
x --æ ö
ç ÷
è ø
; м) ( )( ) 143 1x -+ ; н) ( )
142 9
6
x x
-
æ ö+
ç ÷
ç ÷
è ø
.  
III. а) 0x ¹ ; б) 8x ¹ ; в) x RÎ ; г) 7x ¹ ± ; д) 0; 6a a¹ ¹ ; є) 1; 4x x¹ - ¹ ; 
ж) 3x ¹ ± ; з) x RÎ ; і) 2m n¹ .  
IV. а) 4 321 12x x x- + ; б) 3 23 8 6 5x x x+ - - ; в) 43 6x - ; г) 5 22 2x x- - ; 
д) 3 13 1x x+ + ; є) 5 3 2 46 7 13a a b a b- - .  
V. а) 2 13x - ; б) 2 7 12x x- + ; в) 22 3 2x x+ - ; г) 2 1x x+ - ; д) 3 2 2x x- + ; 
є) 2 2
4 22 4
1
xx x
x x
-
+ + +
- +
.  
VI. а) 22 5 3x x- - ; б) 2 2
123 10
4
xx x
x
- - -
-
; в) 22 11 12x x- + ; 
г) 
4
6 5 4 5 3 22 5 5
1
x xx x x
x
- -
+ + +
-
; д) 2 122 13 17
2 1
x x
x
+ + +
-
.  
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VII. а) ( )2 2 2x a b c- + + ; б) ( )2 2 27 2 7 5a x y a x ay y- - + ; в) ( ) ( )1x y x y- - - ; 
г) ( )6 36 5 9mx x x- + ; д) ( ) ( )22 c y b y y- - + ; є) ( )3 3 4 9n na b a b+ - + ; 
ж) ( )1 3 2 12n nx y x y- + + ; з) ( )1 29 9 1n n- + - .  
VIII. а) ( )( )2 2n m m n- - ; б) ( ) ( )2 23 2x y x y+ - ; в) ( ) ( )2 1x y a+ - ; 
г) ( )( )x ay x a+ - ; д) ( )( )3a b a b+ + ; є) ( ) ( )2 25 4x y z y xz- - .  
IX. а) ( )( )( )20,1 0,1 0,01x x x- + + ; б) ( ) ( )5 1x x- + ; в) ( )( )2 2n n n n n nx y x x y y+ - + ; 
г) ( ) ( )1 1a x ax a x ax+ - + + + - ; д) ( ) ( )2 3 2 34 4x y x y- - - -- + ; 
є) ( )( )( )2 5 1 1x x x+ - + .  
X. а) ( )( )2 2 2 2a b ab a b ab+ + + - ; б) ( ) ( )23 2x x+ × - ; в) ( ) ( )22 2a a a+ + - ; 
г) ( )2 2 2a a + ; д) ( )2 28xy x y+ ; є) ( )( )( )2 21 1 1x x x x x+ + + - + .  
XI. а) 
4
4 2 4
105 ;
252
xz
x y z
 
2 2 3
4 2 4
36 ;
252
x y z
x y z
 
2
4 2 4
156 ;
252
y
x y z
 б) ( )( )2 2 ;
b a b
b a b
+
-
 ( )2 2 ;
a b
b a b
-
-
 
в) 
( )2 2
3 3 ;
a a ab b
a b
+ +
-
 3 3
4 ;a
a b
-
-
 ( )3 3
3
;
a b
a b
-
-
 г) 2 2 2
1 ;
2x y z yz- - -
 
2 2 2 ;2
x y z
x y z yz
- -
- - -
 ( )( )2 2 2 .2
x y x y z
x y z yz
- + + +
- - -
 
XII. а) 
33
2
x y
z
; б) 2 3
9
4 n mx yz
; в) 2x- ; г) 
3
6 3
4
1
x
x x
-
- +
.  
XIII. 1) y
x y-
; 2) 9
9
x
x
- ; 3) 1
2x y-
; 4) 1; 5) xy- ; 6) ( )( )1 3 4
6
x x+ + ; 
7) ( )ab a b- ; 8) 2
x
- ; 9) 1
9 1x -
; 10) 3
2
a b
ab
+ ; 11) 18
a
; 12) y
x
; 13) a b- ; 
14) 2 3x+ ; 15) 1
xy
; 16) 
3
a b
b
+
-
; 17) ( )5b a - ; 18) ( )( )4 1x x- + ; 19) 1; 
20) ( )3 5a b- + ; 21) 29m ; 22) ( )5 a b- ; 23) 1; 24) 5
a
; 25) 3x ; 26) 2 ; 
27) 0,5; 28) 
4
x x y
y x y
æ ö +
×ç ÷ -è ø
; 29) 1; 30) 1
m
; 31) ( )a b a
b a
-
+
; 32) a
b
; 33) 2
4
4 x-
; 
34) 2a ; 35) 1
1
a
a
+
-
; 36) 0 ; 37) 1; 38) x y z+ + ; 
39) 2 2 2x y z xy xz yz+ + + + + . 
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Самостійна робота № 8 
I. 1) 6 ; 2) 21
20
; 3) 3
4
; 4) 38
15
; 5) 1; 6) ( )2 7 12 + ; 7) 2 3- ; 8) 12 ; 
9) ( )2 3 12 + ; 10) 6 21- ; 11) 5 3 2+ ; 12) 3 2+ ; 13) 1 1x - + ; 14) 47 .  
II. 1) 52 ;a ab  2) 
2
;x d
y
 3) 32
3 ;
12
xy y
a b
×  4) 1 ;a b
b
-  5) 3 53
1 ;x a
a
-  
6) ;
5
a b
y
-
×  7) 
2 2
3 ;
2
y x y x- -  8) 2 232 ;
b a b
a
-  9) 52 2 ;p nma bc b c  
10) 2 2 5 13 9 ;na bc a b c- -×  11) 2 2 ;m n m n m nm nc a b- + ++×  12) 2 4 2 52 .px y z xyz×  
III. 1) 1
x
; 2) ( )2a a b
a b
+
-
; 3) 3 175 ; 4) 72a b ; 5) 3 7m n ; 6) 3 2 48m n ; 
7) 5 5 1m - ; 8) 5 2
64
3
a
b
; 9) 1 2 13m m nm ma b+ + + ; 10) ( )2 2a a- - ; 11) 5
5
x
x
-
-
+
; 
12) 
2 1
2
k
k
m
n m
-
-
-
.  
IV. 1) 3 6 ; 2) 
( )2x y
x y
+
-
; 3) 42 5 ; 4) ( )3 332 49 14 45 + + ; 
5) ( )331 3 25 + ; 6) 
3 32 23a ab b
a b
+ +
-
; 7) 
( )3 3c a b
a b
+
+
; 
8) ( )1 2 5 4 3 6 3 1028 + + - ; 9) 
10 30 2 60 30 2
7
+ - + ; 10) 3 ; 
11) 
( ) ( )2 2x x a x x a x x a
a
+ - - - - +
; 12) 
3 3 34 2 2 4
2 2
a a b b
a b
- +
+
.  
V. 1) 
( )
2
3 3 3-
; 2) 
( )
1
2 7 3+
; 3) 
( )
4
15 6 2+
; 4) 
( )
3
2 5 3 3 5+
; 
5) 
( )
1
1
m
m m
-
-
; 6) 
( )2
a b
a b
-
+
; 7) 
( )2 2 2
2
1 1 1a a a+ × + - -
; 
8) 
2 2
1
2 2 1 1x x x- - -
; 9) ( )
( ) ( )
2
23
m n
m n m n
-
+ +
.  
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VI. 1) ( )( )x y x y- + ; 2) ( ) ( )4 47 7x x- + ; 
3) 
1 1
6 65 3 5 3x x
æ öæ ö
- × + ×ç ÷ç ÷
è øè ø
; 4) ( )( )1a b a b- + + ; 5) 
25
4 3x
æ ö
+ç ÷
è ø
; 
6) ( )( )2 6x x- + .  
VII. 1) ( )4 4 4a b a b+ ; 2) ( )2x a+ ; 3) 1; 4) 1; 5) p q
p q
+
-
; 6) 4x- ; 
7) a b
ab
+ ; 8) 0 ; 9) 
2 2
1
a b-
; 10) 
( )
3 32 2
2
3 3
a b
a b
+
+
; 11) 4 9x - ; 12) 
n mm
n
-
æ ö
ç ÷
è ø
; 
13) ( )4 4 4a b a b× + ; 14) 35 ab× ; 15) 1; 16) 2 5a b+ ; 17) b ab+ ; 
18) 3 3x y x y+ - - ; 19) 62 b× ; 20) 0 ; 21) 1
xy
; 22) 2
2
2
q p
p
- ; 23) 1a
a
+
- ; 
24) 
( )
1
21a
a
+
; 25) 3 ab ; 26) 2
a
; 27) 2
2
x
x
-
+
; 28) 42 ax× ; 29) 2
7
n ; 
30) 3 ; 31) 4 ; 32) 9a ; 33) 3 2a ; 34) x y- ; 35) 2 ; 36) 42 b× ; 37) 1; 
38) 0 ; 39) 1; 40) ( )
( )
1 2
1 2
x x
x x
+ -
- +
. 
 
РІВНОСТІ. ТОТОЖНОСТІ. РІВНЯННЯ. СИСТЕМИ РІВНЯНЬ 
Самостійна робота № 9 
I. 1) 4 ; 2) 3,75 ; 3) 5 ; 4) 1- ; 5) 0,75; 6) 0,5; 7) 3; 5- ; 8) 
6 23
3
- ± ; 
9) 1 4 31 5
3 2
æ ö+ç ÷- ±
ç ÷
è ø
; 10 )0; 5-  ; 11) 140;
9
; 12) 3; 9 ; 13) 617;
9
; 
14) 3; 4 ; 15) 1; 2- ; 16) 3 ; 4
4
- ; 17) 2 3 3;
9 3
- ; 18) 2- ; 19 ) 5
9
- ; 
20) 1 3
4
- ± . 
II. 2 6;x =  9p = - . 
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III. 1) 2 9 0x - = ; 2) 28 2 1 0x x- - = ; 3) 21000 410 4 0x x- + = ; 
4) 260 20 1 0x x- + = ; 5) 2 2 15 6 0x x- + = ; 6) 2 110 44 0x x- + = ; 
7) 2 2 22 0x ax a b m- + - = . 
IV.  2 4,5x = - ; 5b = . V.  2
2
3
x = - ; 8c = . VI.  2 2x = - ; 18q = - . VII.  36q = . 
VIII. 1) 2 10 24 0y y- + = ; 2) 23 20 12 0y y+ + = ; 3) 2 3 2 0y y- + = ; 
4) 23 7 2 0y y- + = ; 5) 25 24 16 0y y- + = ; 6) 22 7 3 0y y- + = . 
IX. 1) 2 12,4 22,44 0y y- + = ; 2) 2 18,4 35,64 0y y- + = ; 3) 225 15 8 0y y- - = ; 
4) 2275 90 104 0y y+ - = ; 5) 225 100 99 0y y+ + = ; 6) 225 35 44 0y y+ - = . 
X. 1) 212 8 1 0y y- + = ; 2) 2 2 0y y+ - = ; 3) 28 5 3 0y y- - = ; 4) 2 3 4 0y y+ - = ; 
5) 2 1 0qy py+ + = ; 6) 2 0cy by a+ + = . 
XI. 1) ( )2 2 2 22 0a y ac b y c+ - + = ; 2) ( )3 2 3 33 0a y b abc y c+ - + = . 
XII. ( )2 2 0a y a b c y bc+ - - = .  XIII.  33;
31
- .  XIV.  5; 3- . 
Самостійна робота № 10 
I. 1) 1; 2± ± ; 2) 2± ; 3) 0; 2; 2 2± ; 4) 0; 3± ; 5) 2± ; 6) 2; 2± ± . 
II. 1) 1; 2 3- ± ; 2) 3 5
2
- ± ; 3) 1 13; ; ; 2
3 2
- - ; 4) 1 5 1 10;
2 3
- ± ± ; 
5) 41; ; 3
3
- ; 6) 1; 2; 4- ± . 
III. 1) 1; 2 ; 2) 2; 4 ; 3) 5; 3; 1- - ± ; 4) 660; 2; 1
2
- - ± ; 5) 3; 5- - ; 
6) 1; 6- ; 7) 7 34± ; 8) 2; 6; 2 6- - ± ; 9) 4 ; 10) 2; 1- ; 
11) 2 7 57;
7 22
- ± ; 12) 1; 5 . 
IV. 1) 1- ; 2) 1
3
; 3) 8; 12- ; 4) 3; 6 ; 5) 3; 4 ; 6) [ ]3; 2x Î - ; 7) 3
2
; 8) 9 ; 3
7
. 
V. 1) 8; 120 ; 2) 128- ; 3) 27- ; 4) 27- ; 5) [ ]5; 3- ; 6) 2; 6; 2 3- ± ; 7) 1
7
; 
8) 6; 3- ; 9) 2 ; 10) 12,6; 7,4- - ; 11) 2- ; 12) 0 ; 13) 0,4- ; 14) 63 17;
5 5
- ; 
15) 2401 ; 16) 17 ; 17) 1; 18) 4 ; 19) 2± ; 20) 1; 21) 2 ; 22) [ ]2; 3 ; 23) 1
2
± ; 
24) 1; 3- - ; 25) [ ]2; 5 . 
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Самостійна робота № 11 
I. 1) 18- ; 2) 384 ; 3) 319 ; 4) 2 ; 5) 0 ; 6) 30 . 
II. 1) ( )2; 2 ; 2) 20;
3
æ ö
ç ÷
è ø
; 3) нескінченна множина розв'язків; 4) ( )4; 3 ; 
5) { }3; 1; 2- ; 6) 4 1 2; ;
7 7 7
ì ü
í ý
î þ
; 7) нескінченна множина розв'язків; 
8) 83 88 131; ;
33 33 33
ì ü-í ý
î þ
; 9) 232 116 58; ;
29 29 29
ì ü
í ý
î þ
. 
III. 1) якщо 0a ¹  і 3a ¹ - , тоді 12;
a
æ ö-ç ÷
è ø
; якщо 0a =  або 3a = - , тоді 
система має нескінченну множину розв'язків; 2) якщо 0a ¹  і 2a ¹ - , 
тоді 11 14 7 22;
2 2
a a
a a
+ +æ ö-ç ÷+ +è ø
; якщо 0a =  або 2a = - , тоді система не має 
розв'язків; 3) якщо 2
3
a ¹ , тоді 2 3 ; 2 3
9 3
a a
a
+æ ö+ç ÷+è ø
; якщо 2
3
a = , тоді 
система має нескінченну множину розв'язків; 
4) 
( )22
2 2
31; ,
1 1
a aa a a R
a a a a
æ ö- - +- -
ç ÷Î
ç ÷+ + + +è ø
; 5) якщо 7m ¹ -  і 1m ¹ - , тоді 
2
2
3 10 17 14;
8 7 7
m m
m m m
æ ö+ +
-ç ÷+ + +è ø
; якщо 7m = -  або 1m = - , тоді система 
несумісна; 6) якщо 1a = , тоді ( )2 4 ;y y- , y RÎ . 
IV. 1) ( )1; 0; 2 ; 2) ( )1;1; 0 ; 3) ( )1; 2;1 ; 4) ( )5 2 ;2 4;c c c- - , c RÎ ; 5) ( )1; 2; 3; 1- . 
V. 1) ( )1; 5 ; 2) ( )3; 2- ; 3) ( ) ( ){ }1; 4 ; 3; 2 ; 4) ( )2; 0 ; 5) ( ) ( ){ }5; 10 ; 1; 2- - - - ; 
6) ( ) ( ){ }2;1 ; 1;11,5 ; 7) ( ) 45; 4 ; 1;
3
ì üæ ö
í ýç ÷
è øî þ
; 8) ( ){ 2;1 ;  ( )2; 1 ;-  ( )2;1 ;-  ( )}2; 1- - . 
VI. 1) ( ) ( ){ }4;1 ; 4; 1- - ; 2) ( ){ 2 3; 3 ;  ( )2 3; 3 ;- -  ( )2 3; 3 ;-  ( )}2 3; 3- ; 
3) 1 1 5 5; ; ;
4 5 8 31
ì üæ ö æ ö
í ýç ÷ ç ÷
è ø è øî þ
; 4) ( ) 21 5310;1 ; ;
2 12
ì üæ ö-í ýç ÷
è øî þ
; 5) ( ) ( ){ }1; 3 ; 0,2; 0,6 ; 6) ( ){ }3; 8 . 
VII. 1) ( ) ( ) 5 13 5 133; 5 ; 3; 5 ; ; ; ;
3 3 3 3
ì üæ ö æ ö- - - -í ýç ÷ ç ÷
è ø è øî þ
; 2) 
3 3 3 3
1 1 1 2; ; ;
2 2 9 9
ì üæ öæ ö
í ýç ÷ ç ÷è ø è øî þ
; 
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3) ( ) ( ) 3 3 3 316 16 16 161; 3 ; 3;1 ; ; 2 ; 2 ;
3 3 3 3
ì üæ ö æ öï ï
ç ÷ ç ÷í ý
ï ïè ø è øî þ
; 4) ( ){ 2; 3 ;  ( )3; 2 ;  ( )2; 3 ;- -  
( )}3; 2- - ; 5) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1; 2 ; 1; 2 ; 2; 2 ; 2; 2- - - - ; 6) ( ){ }2; 5- . 
VIII. 1) ( ) ( ){ }3; 5 ; 5; 3 ;  2) ( ) ( ){ }1; 2 ; 2;1 ;  3) ( ) ( ) 10 97 10 971; 3 ; 3;1 ; ; ;
3 3
ì æ ö+ -ï
í ç ÷
ï è øî
 
10 97 10 97; ;
3 3
üæ ö- + ï
ýç ÷
ïè øþ
 4) ( ) ( ){ }1;2 ; 2; 1 ;- - ; 5) ( ) ( ) ( ){ 4;9 ; 4; 9 ; 9;4 ;- -  
( )}9; 4- - ; 6) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1; 2 ; 2;1 ; 1; 2 ; 2; 1- - - - . 
IX. 1) ( )18;18 ; 2) ( ) ( ){ }5; 4 ; 41; 40- ; 3) ( )1; 0 ; 4) ( ){ 0; 0 ;  ( )5; 5 ;-  
( )5; 5 ;-  ( )11; 11 ;  ( )11; 11 ;- -  2 14 2 14; ;2 2
æ ö+ -
ç ÷
è ø
 
2 14 2 14; ;
2 2
æ ö- +
ç ÷
è ø
 14 2 14 2; ;
2 2
æ ö- +
-ç ÷
è ø
 14 2 14 2;
2 2
üæ ö+ - ï- ýç ÷
ïè øþ
; 
5) ( ) ( ){ }2; 3 ; 3; 2- - ; 6) 5 61 5 61 5 61 5 61; ; ;2 8 2 8
ì üæ ö æ ö- + - + - - - -
í ýç ÷ ç ÷
è ø è øî þ
; 
7) ( ) ( ){ }3; 1 ; 1; 3- - ; 8) ( ) ( ){ }4; 2 ; 2; 4 ; 9) ( ){ 2;1 ;  ( )1; 2 ;  ( )2;1 ;-  ( )1; 2 ;-  
( )2; 1 ;-  ( )1; 2 ;-  ( )2; 1 ;- -  ( )}1; 2- - . 
 
ФУНКЦІЯ 
Самостійна робота № 12 
I. 1) [ ] ] [;D y = -¥ +¥ ; 2) [ ] ] [5; 5D y = - ; 3) [ ] ] [ ] [; 2 5;D y = - ¥ + ¥U ; 
4) [ ] ] [ ] [ ] [; 1 1; 1 1;D y = - ¥ - - + ¥U U ; 5) [ ] ] [;D y = -¥ +¥ ; 
6) [ ] ] [ ] [; 0 0;D y = - ¥ + ¥U ; 7) [ ] ] [; 1D y = - ¥ ; 8) [ ] ] [0;D y = + ¥ ; 
9) [ ] ] [ ] [; 3 3;D y = - ¥ + ¥U . 
II. 1) [ ] ] [;E y = -¥ +¥ ; 2) [ ] ] [;E y = -¥ +¥ ; 3) [ ] ] [;E y = -¥ +¥ ; 
4) [ ] ] [ ] [; 1 1;E y = - ¥ - - + ¥U ; 5) [ ] ] [1;E y = +¥ ; 6) [ ] ] [4;E y = +¥ ; 
7) [ ] ] [5;E y = - +¥ ; 8) [ ] ] [;E y = -¥ +¥ ; 9) [ ] ] [ ] [0; 1 1;E y = + ¥U . 
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III. 1) парна; 2) загального вигляду; 3) парна; 4) непарна; 5) загального 
вигляду; 6) загального вигляду. 
IV. 1) якщо 2x > , 2y x= - ; 2) 3y x= + ; 3) 5y x= ; 4) 1 1y x= + ; 
5) 3y x= ; 6) якщо 1x > , 2 1y x= + ; 7) 10xy = ; 8) 1 lny x= + . 
V. 1) ( ) ] [; ;D y = -¥ +¥  ( ) ] [; ;E y = -¥ +¥  2) ( ) ] [; ;D y = -¥ +¥  ( ) [ [1; ;E y = +¥  
3) ( ) ] [; ;D y = -¥ +¥  ( ) ] [0; .E y = +¥  
VI. 1) 0y =  якщо 2x = - ; 0y >  якщо 2x > - ; 0y <  якщо 2x < - ; асимптот 
немає; 2) 0y =  якщо 1 2x = -  і 2 2x = ; 0y >  якщо 
] [ ] [; 2 2;x Î -¥ - + ¥U ; 0y <  якщо ] [2; 2x Î - ; асимптот немає; 3) 0y =  
якщо 1 1x = -  і 2 1x = ; 0y <  якщо ] [ ] [; 1 1;x Î -¥ - + ¥U ; 0y >  якщо 
] [1;1x Î - ; асимптот немає; 4) нулів немає; 0y >  якщо ] [0;x Î + ¥ ; 
0y <  якщо ] [; 0x Î - ¥ ; вертик. асимптота 0x = ; горизонт. асимптота 
0y = . 
VII. 1) ] [ якщо 2;xÎ + ¥Z ; ] [ якщо ; 2xÎ -¥] ; асимптот немає; 
2) ] [ якщо 2;xÎ + ¥Z ; ] [ якщо ; 2xÎ -¥] ; асимптот немає; 
3) ] [ якщо 1;xÎ + ¥Z ; ] [ якщо ;1xÎ -¥] ; асимптот немає; 
4) ] [ якщо ; 2xÎ -¥Z ; ] [ якщо 2;xÎ + ¥] ; асимптот немає; 
5) 2 3 2 3 якщо ; ;3 3x
ù é ù é
Î -¥ - + ¥ú ê ú ê
û ë û ë
Z U ; 2 3 2 3 якщо ;3 3x
ù é
Î -ú ê
û ë
] ; 
асимптот немає 6) ] [ ] [ якщо ; 0 0;xÎ -¥ + ¥] U ; вертик. асимптота 
0x = ; горизонт. асимптота 2.y =  
VIII. 1) T p= ; 2) 4
3
T p= ; 3) 10
3
T p= ; 4) T p= ; 5) 2T p= ; 6) 
4
T p= . 
Самостійна робота № 13 
I. Пряма пропорційність 2y x= , обернена пропорційність 2y
x
= . 
II. 1) Вісь симетрії 
7
2
x = , вершина 7 25;
2 4
æ ö-ç ÷
è ø
; 2) вісь симетрії 2x = , 
вершина ( )2; 1- ; 3) вісь симетрії 7
2
x = - , вершина 7 9;
2 4
æ ö- -ç ÷
è ø
. 
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III. 3x = .  IV. ( ) 11
1
xf x
x
-
+ =
-
. V. 
51
2
y
x
= +
-
. 
Самостійна робота № 14 
I. 1) 3; 2) 0 ; 3) 2- ; 4) 5- . 
II. 1) ( ) ] [ ] [;0 0; ;D y = -¥ +¥U  2) ( ) ] [ ] [;3 3; ;D y = -¥ +¥U ; 
3) ( ) ] [;D y = -¥ +¥ . 
Самостійна робота № 15 
    
    
   
3y
x
=  
0  
3  
1 
1
y  
x  
5)  
3  
0  
1 
4  
( )22y x= -  
x  
y  4)  
2  3  4  1 
0 x  2  2-  1-  1 
2-  
2 2y x= -  
2  
y  3)  
x  
y  
3  
0  
3 2 6x y+ =  
2)  
2  
x  
y  
1
3  
1 
1 0  
1 3y x= -  
1I. )  
5  
y  
0  
6)  5y
x
= -  5  
1 
x  5-  
5  
y  
0  
7)  53y
x
= -  8  
3  
x  5-  
1 
5-  3  
y  
0  
8)  
3
5
xy
x
-
=
+
 
x  x  
y  
1 
1-  0  
1y x= +  
9)  
3  
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АЛГЕБРАЇЧНІ НЕРІВНОСТІ 
Самостійна робота № 16 
I. 1) 3
11
x > - ; 2) 66
7
x > ; 3) 8 8;
3 3
ù é
-ú ê
û ë
; 4) ] [4; 2- - ; 5) 5 5;
3 3
ù é-ú êû ë
; 
6) 3 3; ;
2 2
ù ù é é-¥ - +¥ú ú ê êû û ë ë
U ; 7) [ [0,6; 5 ; 8) ] [3; 5- ; 9) R ; 10) Æ ; 
11) ] ] [ [; 2 4;-¥ - +¥U ; 12) [ [ ] ]0; 2 2; 4U ; 13) ] ] [ [3; 2 1; 2- - U ; 
10)  y  
x  
1 
0  4  1 
1 2y x= +  
x  
y  
5  0  
5xy e -=  
11)  
3  
1 
1 
1-  x  
y  
7  
( )3log 2y x= +  
12)  
2  
1 
1 2
p  
3
2
p  2
p  
2p  
p  x  
sin 2y x=  
13)  y  
1 
1-  
3p-  
y  
1 
1-  
3p  2p  x  
14)  
sin
3
xy =  
2p-  p  p-  
15)  
cos
2
xy pæ ö= +ç ÷
è ø
 
y  
1 
1-  
2p  x  2p-  p  p-  
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14) 7 3 7 3 7; \
6 6 6
é ù- + ì ü
í ýê ú
î þë û
; 15) ] ] 2; 1 ;
3
é é-¥ - +¥ê êë ë
U ; 16) 50;
7
ù é
ú êû ë
. 
II. 1) ] [ ] [;1 4;-¥ + ¥U ; 2) 3 2; ;
4 3
ù ù é é-¥ - - +¥ú ú ê êû û ë ë
U ; 3) [ ]2; 3- ; 4) 5 3;
4 2
ù é-ú êû ë
; 
5) ] [3; 2- ; 6) [ [2; 6 ; 7) [ [0;+¥ ; 8) ] ] [ [; 5 8;-¥ +¥U ; 9) ] [ ] [; 3 1; 4-¥ - U ; 
10) 3; 3ù é-û ë ; 11) ] [ ] [ ] [; 4 1; 1 2;-¥ - - + ¥U U ;  
12) ] [ ] [ 2; 3 2; 0 ;
3
ù é-¥ - - + ¥ú êû ë
U U ; 13) ] [ ] [3; 3 0; 3;
2
ù é-¥ - + ¥ú êû ë
U U ; 
14) ] [ ] ]4; 2 2; 3- U ; 15) ] [ ] [2; 1 1; 2- - U ; 16) ] [ ] [;1 2; 3-¥ U ; 
17) 1 2;1 1 2;é ù é é- + +¥ë û ë ëU ; 18) ] ] [ ]; 3 1;0-¥ - -U ; 19) ] ] [ [; 6 9;-¥ - +¥U ; 
20) ] ] [ [; 2 0;1 ;-¥ - U  21) ] [ ] [ ] [2; 0 0; 2 2; 4 ;- U U  
22) ] [ ] [ ] [4; 2 2; 1 3;- - - + ¥U U ; 23) ] [ ] [ [ [; 4 4; 3 1; 2-¥ - - -U U ; 
24) ] [ ] [3; 1 ; 3 4;
2
ù é-¥ - + ¥ú êû ë
U U . 
III. 1) ] ]1; 2 ; 2) [ [ ] [3; 0 0; 2- U ; 3) ] [ ] [1; 2 2; 7- U ; 4) ] [0;1 ; 5) Æ ; 
6) ] [ ] ]2; 1 1; 2- - U . 
IV. 1) Æ ; 2) 0 ; 3) ] [ ] [ ] [; 0 0; 9 9;-¥ + ¥U U ; 4) ] [3; 4- ; 5) 6; 0- ; 
6) [ [1,5;+¥ ; 7) ] ] [ [; 2 2;-¥ - +¥U ; 8) ] [2; 2- ; 9) ] ] [ ] [ [;1 2; 4 5;-¥ + ¥U U ; 
10) ] [ ] [; 1 2;-¥ - + ¥U ; 11) R ; 12) [ ]1; 0- . 
V. 1) Æ ; 2) ] [; 0-¥ ; 3) [ [14;+ ¥ ; 4) Æ ; 5) Æ ; 6) ] ]; 3-¥ ; 7) [ [3;+ ¥ ; 
8) [ [1;+ ¥ ; 9) ] [3;+¥ ; 10) 3 ; 11) [ ]5; 3- - ; 12) ] ] 74; 2 5;
13
é é-¥ - ê êë ë
U ; 
13) ] ] 9; 4 ;
4
ù é-¥ - + ¥ú êû ë
U ; 14) 14;
2
é é-ê êë ë
; 15) ] [2; 4- ; 16) [ ] [ [4; 3 2;- - + ¥U ; 
17) 5 ; 3
2
é é
ê êë ë
; 18) ] ] 1 13; 5 1;
3
é é+
-¥ - -ê ê
ë ë
U ; 19) [ [2; 8 ; 20) ] [3; 4; 7
4
ù é-¥ú êû ë
U ; 
21) ] [2;+¥ ; 22) 5 ;
4
ù é+¥ú êû ë
; 23) Æ ; 24) Æ . 
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ПОКАЗНИКОВІ ТА ЛОГАРИФМІЧНІ РІВНЯННЯ, НЕРІВНОСТІ 
Самостійна робота № 17 
I. 1) 5
3
; 2) 4
3
- ; 3) 3
2
- ; 4) 27 ; 5) 25 ; 6) 4
3
- ; 7) 9 ; 8) 3 . 
II. 1) 8 14 ; 2) 7
7log
8
æ ö
ç ÷
è ø
; 3) 3 ; 4) 50
3
; 5) 7 . 
III. а) 3log 30 ; б) 9log 10 ; в) числа рівні; г) 3log 7 . 
IV. 1) 4 ; 2) 5- ; 3) Æ ; 4) 2
3
- ; 5) 9 ; 6) 6 ; 7) 2; 4- ; 8) 1; 9) 4 ; 10) 1. 
V. 1) 3 ; 2) 1; 3) 9 ; 4) 1; 5) 0 ; 6) 5
3
7log
6
; 7) 9
4
log 21; 8) 4
5
5 1log
2
æ ö-
ç ÷
è ø
; 
9) 70; log 5 ; 10) 0,41; log 5- ; 11) 0 ; 12) 1; 0,2 ; 13) 2; 2- ; 14) 4; 9- ; 15) 
9
5
; 
16) 1;1- ; 17) 1 1;
5 2
- . 
VI. 1) 9 ; 2) 8,5 ; 3) 0 ; 4) 9 ; 5) 64 ; 6) 2- ; 7) 14 ; 8) 2 ; 9) 1,5; 2,5 . 
1VI. )  
1-  1 x  
1-  
1 
y  2)  
2-  2  
2-  
2  
x  
y  
0  
x  1 
4-  
3  
3  3-  
y  
3  
5)  
2  
4-  2  
3  
4)  
x  
y  
0  
3  
2  
3)  
x  
y  
0  
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VII. 1) 1- ; 2) 1; 3) 9- ; 4) 21 ; 5) 11 226+ ; 6) 3 ; 7) 0,5; 8 ; 8) 10; 100 ; 
9) 1
27
- ; 10) 10000- ; 11) 1 ; 5
5
; 12) 1; 10 lg13± ; 13) 81; 14) 14;
4
; 
15) 12log 281 ; 16) 1 1;
5 5 5
; 17) 1 ; 27
3
; 18) 2 ; 19) 1 ; 16
4
; 20) 6 ; 
21) 10; 20 ; 22) 6 ; 23) 17
12
; 24) 1 ; 3
4
; 25) 10 . 
VIII. 1) ( ) ( ){ }2; 32 ; 32; 2 ; 2) ( )2;1 ; 3) ( ) ( ){ }1; 2 ; 16; 28- ; 4) ( )10;10000 ; 
5) ( )100;10 ;  6) ( ) ( ){ }4 410;10 ; 10; 10 ;  7) ( ) ( ){ }1;1 ; 8; 2 2 ;  
8) 1 5 3 5;
2 2
æ ö- + -
ç ÷
è ø
; 9) 
3 9
2 410 ;10
-æ ö
ç ÷
è ø
. 
IX. 1) 4x > ; 2) 5x ³ ; 3) ] [ ] [; 1 3;-¥ + ¥U ; 4) 1 14 42; 4 42
2 2
é ù- +ê úë û
; 
5) ] [ ] [; 9 5;-¥ - + ¥U ; 6) 0,5log 3x < ; 7) 2log 3x > ; 8) ] [ ] [; 0 4;-¥ + ¥U ; 
9) ] [3; 0- ; 10) 2log 3x < ; 11) 2x £ - ; 12) 1x < ; 13) ] [5log 11;+ ¥ ; 
14) 1x < - ; 15) ] [; 3-¥ ; 16) ] [ ] [3; 3,5 4;+ ¥U ; 
17) ] [; 0,2 1; 4 2 2 4 2 2; 7ù é ù é-¥ - +û ë û ëU U ; 18) ] [ ] [; 1 0; 2- ¥ - U ; 
19) ] [1; 0- . 
X. 1) 1x > ; 2) 1 ; 2
4
ù ù
ú úû û
; 3) ] [1,5; 1- - ; 4) ] ]10; 8;16
2
ù ù
ú úû û
U ; 5) ] [ ] [0; 1 2;+ ¥U ; 
6) ] [1 1; 1;
3 2
ù é + ¥ú êû ë
U ; 7) 5x > ; 8) ] [ ] [; 2 1;-¥ - + ¥U ; 9) 1 3;
3 4
ù é
ú êû ë
; 
10) ] [5; 10 ; 11) 2x > ; 12) [ [3; 2 1; 1ù é- - -û ë U ; 13) ] [
10; 1; 5
2
ù é
ú êû ë
U ; 
14) ] [; 4-¥ - . 
XI. 1) ] [1; 343 ; 2) ] [2;+ ¥ ; 3) ] [; 0,5-¥ - ; 4) 8 81; ; 1
3 3
é ù é ù
- -ê ú ê ú
ë û ë û
U ; 
5) ] [ [ ]; 1 2; 3-¥ - U ; 6) ] [1 ; 1 1; 3
3
ù é
ú êû ë
U . 
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ТРИГОНОМЕТРІЯ 
Самостійна робота № 18 
I. ;
9
p  3 ;
4
p  4 ;
3
p  5 ;
18
p  5 ;
6
p  7 .
4
p   
II. 10 ;o  18 ;o  120 ;o  270 ;o  450 .o   
III. 1;-  1;  1 ;
2
-  3 .
2
-   
IV. 1) 2 2cos ;
3
a =  2tg ;
4
a =  ctg 2 2;a =  3 2sec ;
4
a =  cosec 3;a =  
2) 21sin ;
5
a =  21tg ;
2
a =  2 21ctg ;
21
a = -  5sec ;
2
a = -  5 21cosec ;
21
a =  
3) 2 5cos ;
5
a =  5sin ;
5
a =  ctg 2;a =  5sec ;
2
a =  cosec 5;a =  
4) 1sin ;
10
a = -  3cos ;
10
a = -  1tg ;
3
a =  10sec ;
3
a = -  cosec 10.a = -  
V. 1) 2tg a ; 2) 1; 3) 1; 4) 21 ; 5) 3
3
; 6) 1
2
; 7) 1; 8) cos2b ; 9) 32sin a ; 
10) 4ctg a ; 11) 2ctg a ; 12) sin cosa a+ ; 13) 8 ctg tga a- - ; 14) 1 sina- ; 
15) ( )cos a b- ; 16) sina .  
VI. 1) 15 452cos cos ;
2 2
a a  2) 22tg cos ;
2
aa  3) 9 34sin cos3 cos ;
2 2
a aa  
4) 74sin sin cos ;
2 2
a aa-  5) cos2 cos2 ;a b-  6) 48sin ;
4
a  
7) ( )2cos cos cosa b a b- + .  
VIII. 1) 2
5
; 2) 8
3
; 3) 
8
p ; 4) 1
5
; 5) 15
4
; 6) 
8
p ; 7) 1 2 30
12
+ ; 8) 10
10
; 
9) 32 2 9 15
7
+
- ; 10) 17
18
.  
IX. 1) ,
3
n n Zp Î ; 2) 3 2 ,
4
n n Zp pì ü± + Îí ý
î þ
; 3) ( ) 11 arcsin ,
3
n n n Zpì ü- + Îí ý
î þ
; 
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4) 2 4 ,n n Zp p+ Î ; 5) ,
24 6
n n Zp p- + Î ; 6) { }arcctg2 ,n n Zp+ Î ; 
7) ,
12 2
n n Zp p+ Î ; 8) 2 ,
12 30 5
n n Zp p p± + Î ; 9) 5 3 ,
4
n n Zp p- + Î ; 
10) 17 ,
72 4
n n Zp p+ Î ; 11) ( )1 arcsin ,
3 6
n n n Zp p p+ - + Î ; 12) Æ ; 
13) 5 2 ,
6
n n Zp pì ü- + Îí ý
î þ
 или ; 7 2 ,
6
n n Zp pì ü+ Îí ý
î þ
 14) Æ .  
X. 1) 1 ;x np=  2 2 , ;2
x n n Zp p= + Î  2) 1 ;2
x np p= +  2 2 , ;x n n Zp p= + Î  
3) 1 1 2; arccos , ;
3 9 3
nn n Zppì ü± + Îí ý
î þ
 4) ; , ;
4 2
nn n Zp ppì ü+ Îí ý
î þ
 
5) 2 ; , ;
6 2
nn n Zp ppì ü± + Îí ý
î þ
 6) ; , ;
2 4
n n n Zp pp pì ü+ + Îí ý
î þ
 
7) arctg3 , ;n n Zp+ Î  8) 4 22 ; , .
3 6 3
nn n Zp p ppì ü+ + Îí ý
î þ
 
XI. 1) 2 ;
2
np p- +  ( ) 11 ,
6
n n n Zp p+- + Î ; 2) 2 2 ,
3
n n Zp p± + Î ; 3) ,
4 2
np p
+  
n ZÎ ; 4) ;
4
np p+  acctg 2 ,n n Zp- + Î ; 5) ( ) 11 2 ,
3
n n n Zp p+- + Î ; 
6) ( ) 51 5 , ;
6
n n n Zp p- + Î  7) , ;
24 8
n n Zp p± + Î  8) ;
18 3
np p
± +  
1 arctg 2 ,
3 3
n n Zp± + Î . 
XII. 1) 2 ;
2
np p+  42arctg 2 ,
5
n n Zp+ Î ; 2) 2arctg4 2 ;np- +  2 ,n n Zp p+ Î ; 
3) 12arctg 2 ;
5
np+  2 ,n n Zp p+ Î ; 4) 2 ;np  2 ,
2
n n Zp p+ Î ; 5) 2 ;
2
np p+  
2 ,n n Zp p+ Î ; 6) ,
4
n n Zp pì ü± + Îí ý
î þ
. 
XIII. 1) 7arctg , ;
6
n n Zpì ü± + Îí ý
î þ
 2) , ;
4
n n Zp p+ Î  3arctg , ;
2
n n Zp+ Î  
3) 5 17arctg , ;
4
n n Zp± + Î  4) ;
12 3
np p
- +  1 3arctg , ;
3 4 3
n n Zp+ Î  
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5) ;
4
np p+  1 13arctg , ;
2
n n Zp- ± + Î  6) ;
4
np p+  3 3arctg ,
2
np- ± +  
;n ZÎ  7) ;
2
np p+  ;np  , ;
4
n n Zp p+ Î  8) ;
4
np p- +  
5 41arctg ,
4
np- ± +  .n ZÎ  
XIV. 1) ;np  2 , 3 ;
3
k k mp ¹  , ,n k m ZÎ ; 2) 2 2 ;
3
np p± +  ,
8 2
n n Zp p+ Î ; 
3) ;
8 2
np p
+  ,
4
n n Zp p+ Î ; 4) ,
4
n n Zp Î ; 5) ,
8
n n Zp Î ; 6) 2 ;
6 3
np p
+  
( ) 11 ,
18 3
n n n Zp p+- + Î .  
XV. 1) 3 2 , ;
4
n n Zp p- + Î  2) 2 , ;
6
n n Zp p- + Î  3) 2 , ;
3
n n Zp p- + Î  
4) ( )1 , ;
8 8 2
n n n Zp p p+ - + Î  5) ( )3 31 3 , ;
4 4
n n n Zp p p- + - + Î  6) Æ .  
XVI. 1) ,
9 3
n n Zp p± + Î ; 2) ;
4 2
np p
+  ,
6
n n Zp p± + Î ; 
3) 17 3arccos 2 ,
4
n n Zp-± + Î ; 4) ,
18 3
n n Zp p± + Î ; 5) ,
6
n n Zp p± + Î ; 
6) ;
20 10
np p
+  ,
8 4
n n Zp p+ Î .  
XVII. 1) 2 ;np  2 2 ,
3
n n Zp p± + Î ; 2) 2 2 ,
3
n n Zp p± + Î ; 3) 2 2 ,
3
n n Zp p- + Î ; 
4) ;
4
np p+  arctg 2 , ,k n k Zp- + Î ; 5) ;
4 2
np p
+  ,
6
n n Zp p± + Î ; 
6) ;
4
np p- +  ( )1 3 3arcsin ,
2 6 2
n
n n Zp
- ±
+ Î ; 7) ( )1 ,
4 4
n n n Zp p p- + - + Î ; 
8) ( )arccos 3 1 2 ,n n Zp- - + Î .  
XVIII. 1) ( )1 ;
4 4
nx np p p= - + - +  ( )9 1 ,
4 4
ny n n Zp p p= - - - Î ; 
2) ( ) 11 ;
4 12 2
n nx kp p p p+= - + - + +  ( ) 11 , ,
4 12 2
n ny k n k Zp p p p+= + - + - Î ; 
3) ( );
2
x n kp p= + +  ( ) , ,
2
y n k n k Zp p= + - Î ; 
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4) 1 1; ;4
x n y npp pìæ ö= = -íç ÷
è øî
 2 2; ; ,4
x n y n n k Zp p p üæ ö= + = - Î ýç ÷
è ø þ
; 
5) ( ) ( )1 1; ;6 6x n k y n k
p p
p pìæ ö= + + = + -íç ÷
è øî
 
( ) ( )2 2; ; ,6 6x n k y n k n k Z
p p
p p üæ ö= - + + = - + - Î ýç ÷
è ø þ
;  
6) 2 ;
4
x np p= +  2 ,
4
y n n Zp p= - Î .  
XIX. 1) 2 2 ,n x n n Zp p p- + £ £ Î ; 2) 2 2 ,
2 2
n x n n Zp pp p- + £ £ + Î ; 
3) ,
6 3 3
n nx n Zp p p- + £ £ Î ; 4) 55 5 ,
2
n x n n Zpp p< £ + Î ; 
5) 8 8 20 8 ,
27 3 27 3
n nx n Zp p p p+ £ £ + Î ; 
6) 1arctg ,
4 3
n x n n Zp p pæ ö+ £ £ - + Îç ÷
è ø
; 
7) 2 2 ,
18 3 18 3
n nx n Zp p p p- + £ £ + Î ; 8) ,
12 4
n x n n Zp pp p- + £ £ + Î . 
 
ПОСЛІДОВНІСТЬ ТА ЇЇ ГРАНИЦЯ. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ 
Самостійна робота № 19 
I. 1) 23; 2) 9 . II. 1) 91; 2) 83,5 . III. 1 7;a =  5 39.a =  IV. 9.  V. 3;13; 23; 33;K 
VI. 15; 8;1;K  або 1; 8;15;K  VII. 1) 3± ; 2) 3 . VIII. 5461. IX. 24; 12; 6; 3  або 
3; 6;12; 24 . X. 1 9; 3b q= =  або 1
9 ; 3
2
b q= - = - . XI. 1) 7
9
; 2) 2
9
; 3) 28
225
. 
XII. 32. XIII. 1
17;
2
b q= = . XIV. 8
81
. XV. 3; 7;11  або 35; 7; 21- . 
XVI. 54; 18; 6; 2 . XVII. 5; 15; 45 . XVIII. 2; 4;8;12 або 12,5; 7,5; 4,5; 1,5 . 
Самостійна робота № 20 
I. 1) 9 ; 2) 0 ; 3) 1- ; 4) 3 ; 5) 1e- ; 6) 6 ; 7) ¥ ; 8) 1e- ; 9) 12 ; 10) 0 ; 11) 
1
2 ; 
12) 156- ; 13) 
1
2 . 
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ПОХІДНІ. ДИФЕРЕНЦІАЛИ ФУНКЦІЙ 
Самостійна робота № 21 
I. 1) 215x ; 2) 
8 7
1
8 x
; 3) ( )26 4 1x x + ; 4) ( )5 1 ln x+ ; 5) ( )3 2sin cosx x x x+ ; 
6) ( )2 2 ln 2xx x× + ; 7) 3sin3x- ; 8) 
2
1
2 x x-
; 9) 4 2
2
5 4 1
x
x x
-
+ +
; 
10) 
( )2
10
5 3 ln 2
x
x +
; 11) ( )621 3 5x× + ; 12) ( )2 22 lnx xx e a a- + ; 13) 
2
2
b x
a y
; 
14) ( )36 1 lnxx x× + ; 15) 
2
2 1 ln
2 2
xx xæ ö æ ö× +ç ÷ ç ÷
è ø è ø
; 16) ( )
1 2
1 ln
x
xx x
-
- ; 
17) ln
ln
y y x y
x x y x
-
×
-
. 
II. 1) 1; 2) 1; 3) 0 ; 4)  17
6
. 
III. 9- . IV. 
4
p . V. 9 1 0x y+ - = . VI. 11 9 0x y+ + = . 
VII. 1) ( )29 2 3dy x dx= + ; 2) 5cos5dy xdx= ; 3) 
3 2
1
3
dy dx
x
= ; 
4) ( )2 2 ln 2xdy x dx= + . 
VIII. 1) 0,5151; 2) 3,875. 
IX. 1) 12 6x - ; 2) ( )25 6cos 6 sin cosx x x x x- + ; 3) 0 . 
X. 1) 27- ; 2) 1
2
- ; 3) 3 ; 4) 0 ; 5) 3
5
; 6) 0 ; 7) 9
50
; 8) 2 . 
  
ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ 
Самостійна робота № 22 
I. 1) 7 якщо ;
2
x ù éÎ -¥ú êû ë
] ; 7 якщо ;
2
x ù éÎ + ¥ú êû ë
Z ; 2) 7 якщо ;
2
x ù éÎ + ¥ú êû ë
] ; 
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7 якщо ;
2
x ù éÎ -¥ú êû ë
Z ; 3) ] [ якщо 0; 1xÎ] ; ] [ якщо 1; 0xÎ -Z ; 
4) монотонна ( ) якщо x D yÎZ , у точці 1x = -  функція невизначена; 
5) 2 13 2 13 якщо ;
9 9
x
ù é- - - +
Îú ê
û ë
] ; 
2 13 2 13 якщо ; ;
9 9
x
ù é ù é- - - +
Î - ¥ + ¥ú ê ú ê
û ë û ë
Z U ; 
6) 5 якщо ;
2
x ù éÎ -¥ú êû ë
] ; 5 якщо ;
2
x ù éÎ + ¥ú êû ë
Z ; 
7) ] [ якщо 5;xÎ - + ¥Z . 
II. 1) ( )min 1 36;y = -  2) min
5 21;
2 4
y
æ ö
- =ç ÷
è ø
 ( )max 0 4;y =  3) ( )min 0,7886 5,9;y =  
( )max 0,2116 6,2728;y = ; 4) функція екстремумів не має; 5) функція 
екстремумів не має; 6) max
5 201.
2 4
y æ ö =ç ÷
è ø
7) ( )min 4 32;y = -  ( )max 0 0;y =  
8) ( )min 0 0;y =  ( )max 2
42 ;y
e
=  9) min
5 2 2;
4
y kp pæ ö+ = -ç ÷
è ø
 max 2 2;4
y kp pæ ö+ =ç ÷
è ø
 
10) ( )max 0 3;y =  11) ( )min ;y e e=  12) ( )min 2 4;y =  ( )max 2 4.y - =  
III. 1) 7 25min
2 2
y yæ ö= = -ç ÷
è ø
; ( ) ( )max 0 7 12y y y= = = ; 
2) ( )min 0 10y y= = - ; ( )max 2 10y y= = ; 3) ( ) ( )min 2 2 1 ln 2y y= = - ; 
( )max 1 1y y= = ; 4) ( )min 1 4y y= ± = ; ( )max 2 13y y= ± = ; 
5) ( )min 0 0y y= = ; ( )max 2 8y y= = ; 6) ( )min 0 1y y= = - ; 
( ) 3max 4
5
y y= = ; 7) min
2 2
y y p pæ ö= = -ç ÷
è ø
; max
2 2
y y p pæ ö= - =ç ÷
è ø
; 
8) ( )min 0 1y y= = ; 1 3max
2 5
y yæ ö= =ç ÷
è ø
. 
IV. 1) опукла на ] [;1 ,x Î -¥  угнута на ] [1; ;x Î +¥  1x =  – точка перегину; 
2) опукла на ] [2; 4 ,x Î  угнута на ] [; 2x Î -¥  й ] [4; ;x Î +¥  2x =  і 4x =  
– точки перегину; 3) опукла на ] [; 3x Î -¥ -  й ] [2; ,x Î +¥  угнута на 
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] [3; 2 ;x Î -  3x = -  й 2x =  – точки перегину; 4) опукла на ] [2; ,x Î - +¥  
угнута на ] [; 2 ;x Î -¥ -  2x = -  – точка перегину; 5) угнута на 
] [; ;x Î -¥ +¥  точок перегину немає. 
V. 1) ( )max 1 1,y y= =  ( )min 1 1y y= - = - ;  
2) 
4
max ,2 16
a ay y æ ö= =ç ÷
è ø
 ( )min 0 0y y= = . 
VI. 1) ( )max 0 0y y= = ;   2) ( )min 0 15y y= = . 
VII. 1) 0y = ; 2) y x= ; 3) 2x =  і 2x = - ; 4) 2x = -  і 2 4y x= - ; 5) 2y x= - ; 
6) 3x =  і 1y = . 
VIII. 1)  якщоy Z  ] [ ] [; 3 1; ;x Î -¥ - +¥U   якщоy ]  ] [3;1 ;x Î -  
2)  якщоy Z  ] [ ] [; 0 0; 2 ;x Î -¥ U    якщоy ]  ] [2; ;x Î +¥   
3)  якщоy Z  ] [1; 3 ;x Î -      якщоy ]  ] [ ] [; 1 3; ;x Î -¥ - +¥U  
4)  якщоy Z  ] [ ] [1; 0 1; ;x Î - +¥U    якщоy ]  ] [ ] [; 1 0;1 ;x Î -¥ - U  
5)  якщоy Z  ] [3; ;x Î +¥      якщоy ]  ] [; 3 ;x Î - ¥   
6)  якщоy Z  ] [ ] [; 2 0; 2 ;x Î -¥ - U    якщоy ]  ] [ ] [2; 0 2; ;x Î - +¥U  
7)  якщоy Z  ] [ ] [; 0 1; ;x Î -¥ +¥U    якщоy ]  ] [0;1x Î .  
 
ІНТЕГРАЛИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
Самостійна робота № 23 
I. 1) 3 2 5x x x C- + + ; 2) ( )22 3 ln 2
2 2
x x C
x
- + - +
-
; 3) arctgx x C- + ; 
4) ( )
3
3 ln 1
9
x x C× - + ; 5) ( )
1013 1
303
x
C
+
+ ; 6) ( )31 3 1
9
xe x C- + ; 
7) 1 cos3
3
x C+ ; 8) ( )1 2 sin 2
4
x x C+ + . 
II. 1) 25
3
; 2) ( )1 cos1- - ; 3) 100
3
; 4) 1
2
p
- ; 5) arctg6 arctg5- ; 6) 1. 
III. 1) 13
3
S = ; 2) 8
3
S = ; 3) 9
2
S = ; 4) 4S = ; 5) 210
3
S = . 
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IV. 1) 75p ; 2) 64p ; 3) 218
15
p . 
V. 1) ( )8 10 10 1 9,0727 - » ; 2) ( )2 2 ln 1 2+ + ; 
3) 
2
2
2
1 1 1 2 11 2 ln ln
2 2 11 1
ee
e
æ ö+ - -
+ - + -ç ÷ç ÷++ +è ø
; 4) 2 6 ln 2 3+ + . 
VI. 1) ( )2 4 3ln3 ;S p= +  2) 100 ;S p=  3) 14 .
3
S p=  
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